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:���( � �&$ #	��� ?��� ����($ �( Y�(�� ;Z� M�2�I�

.I 

�2����@ .II 

(�2������8)������� .III

M)�� ����	�/�

�/I0� ���45� [& H�4A� .��&�@ � �/I0� [& ���8 $� [& �2 �( �� &��;/4� $� �� ��\ 
 2���� ���45� [&:�/I0� 

.��2# � '�3� ��#�4� �( �	 

� } F�;:�� '�($ ��/I0� ���45� (N�]�={a,b, …,z,A,B, …,Z

if,while,for,… }C F&�� �����( '�($ ��/I0� ���45� 

F�;:�� ��/I0� &����� a
�T $� '�($ [& b&�A� 	# H�4A� .'�($ [& ��/I0� �Z��� $� 2���� -�� �� �0�/�# :���	 

.#�� � +�# '�3� w #�4� �( �	 ���	 [& #	��� ��3�( 	# #�� � +#�I��� �2 ���	 ��� '#�# '�3� ���( 

(N�]�

={�

∑={a,b} ĺ�w=ab 


 |w| �	�Z �( H�4A� �	 ���	 N��.#�� � ��I@ ���	 N�� ���	 [& � +��2# ?�%3� ���;/4� #��A� �( :���	 N�� 

.��2# � <&�4� n(w) �	�Z �( ��S
� 2�@ 

(N�]�|w|=3

.��2# � '�3� na(w) �&
 |w|a #�4� 
# $� %& �( �	 ���	 [& 	#a ����� &�/I0� #��A� :���	 	# c!3� ��/I0� #��A�

�� ���� ��� �������� 

.��2# � '�3� wR #�4� �( �	 w � ���	 "�%A� :���	 [& '#�� "�%A�

(N�]�w=abb ĺwR=bba
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� -�# �( (+�� ��G C���� '�42 �( �O�S#) ���	 
# ����9 $� �� -�� �� ���	 L���	 
# d�.0� :���	 
# d�.0� 

w w �	�Z �( d�.0� 6&� #	��� $� �	��F( 	#) .��2# � '�3� w .w �	�Z �( �	 w 
 w ���	 
# d�.0�.�&81 2 1 2 2 1 

(.#�� � +#�# '�3�

w =aa , w =bb ĺ w .w =aabb (N�]�1 2 1 2

w .w �w w1 2 2. 1

|w .w |=|w |+|w |1 2 1 2
n 

�2��K e�.Z #�� [& n �� ��2# � <&�4� w �( #�� � 	��%� 2���� #��A� �( �� �	 ���	 [& :���	 [& 2���� 	��%�

n 
.���( � =#�K �( w ���	 �/��� n d�.0� �A� �( w L #�(

(N�]�w =w.w
2

W =w.w.w=w .w
3 2

W=ab ĺ w =abab
2

.#�� � +#�# '�3� λ #�4� �( �� �IZ N�� �( -�� �� ���	 :�� ���	

w.Ȝ=Ȝ.w=w

Ȝ
R 

=Ȝ

:���	 [& 	��F( 

.�&8 � -��( L#�� � d�.0� #�K �( �� w � ���	 ��3�( �& 	�( 0 	��%� $� �� -�� &�2 ���	 $� �� ���45� : W* 

.�&8 � -��( L#�� � d�.0� #�K �( �� w � ���	 ��3�( �& 	�( 1 	��%� $� �� -�� &�2 ���	 $� �� ���45� : W+

.���� �� 	
�� �����
 �	�� ��� �� �����
 ������ �
�� ����  �!	 ��" 	# �� $ ��%	 �
�� 	�&� '��(�

�� = Ȝ�+��42 �( ���
	 ��2 ���	 ��4� ���45� :+�:�8 L���( &�/I0� ���45� [& ���@� (N�]�
*

�� = Ȝ�'
�( ���
	 ��2 ���	 ��4� ���45�
+

�� =�� -{Ȝ}
+ *

?Z�T ���( �&$ ��@ �� �( Q/1�� �� -�� �� ���45� �* ���45� +�:�8 ���( �/I0� ���45� [& ������ h�� : �* 

: #�� �
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Ȝࣅ���* .1 
if a ࣅ��� then a ࣅ��* .2 

& a ࣅ��� then w ࣅ��* .3a
*if w ࣅ��

(N�]�a,b }={∑

} 

:�&8 � -��( �&$ �	�Z �( �* +�:�8 L���( a,b,c }�@� (N�]��

{Ȝ�, a , b , aa , ab , ba , bb , aaa , abb , …

={ 

�0 = {Ȝ} 

�1 = {a,b,c} 

�2 = {aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc} 

�3 = . ....... 

�4 = . .......

:-��# M�2��K >9

Ȉ�=Ȉ�∪ Ȉ�∪ Ȉ�∪* 0 1 2 i �….Ȉ�∪…..=∪ Ȉi
i=0

.#�� � +#�I��� (�2 Ȉ* �2 6�K�� ���()d�.0� 
 (�2 Ȉ* 6�()X�4�,� �:;4� 
# $� '8 -K�� 	# �� -�� �� ���45� Ȉ*

.#�( �2��K Ȉ* 	# ��� ?Z�T � ���	 #�� d�.0� Ȉ���/I0� ���;/4� $� %& �( 
 #�� B�!��� Ȉ* $� �� �� ���	 �2

.#�( �2��K Ȉ* #�K 	# Ȉ* � ���45� $� ���	 
# �2 d�.0� ?Z�T

���� 

�& 2���� ����� � '�($ [&.��&�@ � '�($ L���� � ��K�� �/I0� ���45� [& �
	 �( �� �2 ���	 $� �� ���45� �( 

.��2# � '�3� ( �	 '�($ � ���45� [& H�4A�.���( 2���� ��L a�T �

(N�]�

Ȉ�= {a,b}

L1={ab,aa,ba,bb} #
�.� '�($ 

L2={Ȝ,a,aa,aaa,…..} #
�.��� '�($
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 #�&$ #��A� ?�0# �( -�� 6%4� 6��742 L���( M�/� -�� 6%4� 2�@ <&�m�� � ���45� �( '�($ [& '#�# '�3�

 '�%�� <&�2 ���	 � �42 '#�# '�3� #
�.� '�($ [& ��2 ���	 � b&�A� �	 ����($ +	��42 
	 6&� $� L���/� �&R9

 � ���	 n�2 ��
 #�� M� �2 ���	 � ���45� $� ��m� n�2 �� �� ���( �� ���@ �( �&�( '�($ [& b&�A� . ����

.#�� ?��� �	 ��D�  

 (N�]�L1  �
	 &�2 ���	 ��4� � ���45�{a,b}  N�� ��	�# �� ���( �2  .���F2

Σ={a,b} , L1={w ϵ Σ* | |w|=2} 

L2   �
	 &�2 ���	 ��4� � ���45�{a,b}    �o2 ��o�	 $� [o& n�o2 �� ����( � ��3�( �& �IZ N�� ��	�# �� -��

 ?/4�b .#	��� �	

L2={an | n≥0} 

 )�
 	�  *+%�" �,- .�� ! /�% �
	
� $���
 �# *+%� �
 �"�� �� ��� �$ ��%	 0�
 )��� 1�!
 �$�

� �	
�� �"��.*"�% ��
� �2" ��� �
��$ �� ���
 ��3 *�  

 (N�]�L  ��	�# ��2 ���	 ��4� ���45�a,b  #��A� '8 	# ��a  #��A� �(b .-�� '�F%&  

L={w ϵ {a,b}* | na(w)=nb(w)} 

 ���"4 �
 .*+%� ���
 �$ /��� �
 �,- .�� ! /�% �
	
� ��� �$ ��%	 0�
 )��� 5"�� �
 �6(� 	�

 �# � ������ �"�
*7 �#8 �� ���"  ��% �� �����
 ���
 �$ /��� ��- �
 9- .�� )�
 ��
� �2" �
��

.0&�" ���
  

 (N�]�L  '�F%& #��A� ��	�# ��2 ���	 ��4� � ���45�{a,b}  � �42 ��a  $� ?/S �2b .����( �2  

L={anbn | n≥0} 

�( -�� 6%4� �&$ ?%� 
# $� %& ����($ b&�A�	# :#
	 	��  
L1={w ϵ {a,b}* | 

 � ���	 ����� � '��( b&�A� 6&� �5�&� ��λ  :�F( Y�� �( ���	 6&� '#�/� �& '#�( L���( '�($ �m� -�� 6%4�

. #	�#  
 L2={w ϵ {a,b}+ |  

 � ���	 �� ��� � '��( b&�A� 6&� �5�&� ��λ .#�( �2��!� '�($ 6&� �m�  

���� ��� ��	
���  

X�4�,�L1∪ L2 = {w ϵ Σ* | w ϵ L1   OR    w ϵ L2 }
J�����L1∩ L2 = {w ϵ Σ* | w ϵ L1   And    w ϵ L2 }
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?D�I�L1- L2 = {w ϵ Σ* | w ϵ L1   And    w ∉ L2 }
d�.0�L1. L2 = {xy ϵ Σ* | x ϵ L1   And    y ϵ L2 }

 "�%A�LR= {w ϵ Σ* | wR ϵ L }
	��F(L* = L.L.L….=L0∪L1∪L2∪….

M4��L = Σ* - L

2���� 	��%�Ln=L.L.L….L

 '�($ 
# 6���@ �)� 	# �( (N�]�L1={anbn | n≥0} , L2={w ϵ {a,b}* | na(w) = nb(w)}  �����K #	���

  .�&	
8 -��( �	 +��

L1∪L2=L2 

L1∩L2=L1 

L1-L2=ϕ 

L2-L1={w ϵ {a,b}* | w ≠ anbn , n≥0  ,  na(w) = nb(w) =w} 

L1.L2=L2 

L2.L1=L2 

LR
1={bnan | n≥0} 

LR
2=L2 

L*
1={(anbm)i | i≥0,   	��%��2	#m   ���( ;/S  ��2	��%� $� �
�I�� ����� � } 

L*
2=L2 

L1={w ϵ {a,b}* | w ≠ anbn , n≥0} 

L2={w ϵ {a,b}* | na(w)=nb(w)} 

L2
1=L1.L1={ anbnambm | n,m≥0} 

L2
2=L2.L2=L2 
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 !"� ��� 	��#� (Regular Expression)   

 [& p��� ���	 [& =�&R9 ��� �& =�&R9 �� #�� � b�Z�� ����($ $� mA( ���( �� -�� �	��(� M)�� �	�/�

.-��� '��� � M)�� �����($ ���( ���� �	 M)�� �	�/�.#�� � +#�I��� '8 $� '�($  

 $� LM)�� �	�/� [&3 :-�� +�� ?�%3� �&$ q�,  

1('�($ ��/I0�  
 �/I0� ��2 ?/4� $� [& �2 :λ ?/4� 6��742   	��S +#�I��� #	�� M)�� �	�/� [& 	# ����� �

.#��@

2('�($ ��2�:;4� :#
	 � 	�� �( M)�� ��2 �	�/� 	# �:;4� X�� �� :  

X�4�,�  r1|r2   r1+ r2   �&  r1  B�!���) �&  r2(  

d�.0�  
r1. r2    �	�Z �( ��)r1r2  � ����� ���

(.#��  

	��F(  

r*  	��%� �A� �(�IZ ��3�( �& 	�( �	�/�r 

.-��

r+  	��%� �A� �( �� ��3�( �& 	�( [& �	�/�r 

-��

r? 	��%� �A� �( �� 	�/%& �& 	�(�IZ �	�/�r 

-��  

3���( ���# ���( �����9 -���(  

.��:�� ;�< =�$ �" ! 0&$ '� �	
�� >?@ AB+� 1	�� �� 	�  

 ���� h��Σ Σ �
	 M)�� �	�/� [& +�:�8 L���( &�/I0� ���45� [& :#�� � ��K�� �&$ 6����S $�  

1(ϕ  
λ  
a ϵ Σ .���F2 M)�� �	�/�

2( �@�r1  
r2   +�:�8 L����( M)�� �	�/� 
#r1+r2  Lr2+r1  L r1r2  Lr2r1  Lr1
*   Lr1

+   L(r1)  L r2
*  Lr2

+   


(r2)   .#�( ��2��K M)�� ��2 �	�/� ���

3(r  '���S $ � �@� ���� 
 �@� #�( �2��K M)�� �	�/� [&1  '���S $� 2���� 	��%�
2 .�&8 -��(

.��F&��(  C���� M)�� �	�/� [& �&$ ��2 �	�/� $� [& �2 ���( (N�]�  

L1={an | n≥0} a* 
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L2={an | n≥1} a+     �&     aa* 

L3={an | n≥2} aaa*   �&    aa+ 

L4={an | n=2k}  (aa)* 

L5={an | n=2k+1} a(aa)* 

L6={an | n mod 3 = 0}  (aaa)* 

L7={an | n mod 3>0}  (aaa)*a+(aaa)*aa      �&     (aaa)*(a+aa) 

L8={w ϵ {a,b}* | |w|≥0}  (a+b)* 

L9={anbm | n=2k , m=2k+1}  (aa)*(bb)*b 

L10={w ϵ {a,b}* | #�� � M�K b�( 
 X
�� a�( w���	} a(a+b)*b 

L11={w ϵ {a,b}* | #�� � M�K bb�( �& X
�� a�( w���	 } a(a+b)*+(a+b)*bb 

L12={w ϵ {a,b}* | ���	w  [& ?S��T ��	�#a ���( }  (a+b)*a(a+b)*  �&  b*a(a+b)*  

 �&  (a+b)*ab* 

L13={uwv | u,v,w ϵ {a,b}* |u|=|v|=2}  (a+b)(a+b) (a+b)* (a+b)(a+b)  �&   

(aa+ab+ba+bb)(a+b)*(aa+ab+ba+bb) 

L14={vwv | v,w ϵ {a,b}* , |v|=2} 

aa(a+b)*aa+ab(a+b)*ab+ba(a+b)*ba+bb(a+b)*bb 

L15={w ϵ {a,b,c}* | w���	 N�� a?/4� [& �O�S# ��	�#
 +#�( r
$  ���( }  

((b+c)(b+c))*a((b+c)(b+c))*(b+c) 
((b+c)(b+c))(b+c)*a((b+c)(b+c))* 
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L16={w ϵ {a,b}* |  ���	w  �(a ���( r
$ '8 N��
 X
�� }  

a((a+b)(a+b))*(a+b) 

L17={w ϵ {a,b}* |  ���	w  ���	 �&$ n�2 ��	�#aa  ���/� } 

a(ab+b)*(a+b+λ)    �&   (ab+b)*(a+λ)     �&    (a+λ)(ba+b)* 

L18={w ϵ {0,1} * | ���	w ���( 0���� �IZ -I, [& �O�S# ��	�#  }  

 (01+1)*00(10+1)* 

������$  

�2����@  �( 
 .#�� � ����� '�($ [& b�Z�� ���( ����@ �2. ���F2 '�($ [& ��2 ���	 '#�# '�3� ���( &�2	��(�

 '��� � ����($ X���� � �42 ���( �� -�� �	��(� ����@ . #�&R9 � �	 '�($ '8 ��2 ���	 ��4� �� -�� �� ���@

.#�� T���  

G=(V,Σ,P,S) ��� �( &��	��P [& ����@�2 G=(V,T,P,S) �& : '8 	# �� ���( �  

V  � ��&�9��\ �& N��������� �& ��s�� [& ���8 $� [&�2 �( �� -�� &�2#�4�$� �� ��\ 
 2���� ���45� [& :

.��&�@  

Σ  � ��&�9 �& N������ �& �/I0� [& ���8 $� [& �2 �( �� -�� &�2#�4� $� �� ��\ 
 2���� ���45� [& :

� 	# 2�@).��&�@T �(  ���45� 6&� �2����@ b&�A (.#�� � +#�# '�3�  

P  :#�( �2��K 
	 �(
	 ?%� �( +���S �2 �� -�� ����@ ��0�� ����S ���45� :x→y

x ϵ (V ∪ T)+  �2��s�� �& �2 �/I0� $� ��3�( �& [& N�� �( �0�/�# 

y ϵ (V ∪ T)*   �2��s�� �& �2 �/I0� $� ��3�( �& �IZ N�� �( �0�/�#  

S ϵ V  . #�( �2��K ����@ X
�� ��s�� :

: $� ���	�/� �� #�� � +#�I��� �2#�#	��S ��F%& $� �2 ����@ 6���� ���( H�4A�  

•. #�� � +#�I��� �2 ��s�� '���� �( �2 �	�/� $� 2�@ 
 F�;:�� t	�( a
�T $� H�4A�

•D�&	 ��2 �:;4� �& 
 ��S	� �&
  F�;:�� [P�� a
�T $� H�4A�.#�� � +#�I��� �/I0� ���;/4� '���� �( 
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•. #�� � ����� ����S N
� �1� 	# X
�� ��s�� �( Y�(�� ����S �& +���S H�4A�

 �&$ ��� �( ����� � ����@ [&(N�]� :���(  

�� =				(S, A, B)	 , (a, b) , 					S = 	 �		S → ABA → aB → b 	 	�
 =��0�� ����S �( ���� 
 �Z�K 	�� �( �	 ����@ �2 H�4A� �&$ �	�Z �( �	 d�� ����@ N�]� 	�� �(.��2# � '�3�

:#�� � +#�# '�3�  

	S → 	ABA → 	a		B	 → b	
A  ��� �( +���S �2 : �� +���S→λ  ��� �( +���S 
# �7���P ����@ [&	# H�4A�.����� � �� +���S �	����@ [&	#

A→α

 
A→β  �	�Z �( ���F2 �
�I�� ��2 -��	 -4� 
 '�F%& uP -4� ��	�# �� �	 +���S 
# 6&� L M���( ����# �	

A→α | β   .��2# � '�3�  

: �2 ����@ 	# ���	.��&�@ � ���	 ���( N������ �& �/I0� ���8 ��4� 	# �� &�2 ?/4� $� �� �0�/�# �(

� $� �� �0�/�# �( : �2 ����@ 	# �;4, �/�.#�� � ��I@ �;4, �/� ��&�9 ��\ 
 ��&�9 ��2 ?/4  

.��
	 � 	�� �( d�O��� b�Z�� 	# �;4, �/� 
 ���	  

����$ %& '(�) ���� %& *�&+�  

)d�O��� L���5��

 � ���	 [& ��0�� �( ����@ 6����S �( �,�� �( 
 +�� $�\8 X
�� ��s�� $� �� ����@ [& ��2 ��s�� �	�R:&�, ?4� �(:

derivation ���(.#�4� �	�R:&�, �	 �2��s�� $� %& '��� � ���� d�O��� $� �;T�� �2 	#.��&�@ � (

. #�� � +#�I��� d�O��� $� ����@ [& p��� ���	 [& =�&R9 '#�# '�3�  

 ���� ��0�� ����@ $� +��!0# ���	 [& d�O��� ?4� $� +#�I��� �( 
 �&$ ����@ �( �,�� �( (N�]�

G: 		S → AB 		 A → a 																					S	 → AB → aB → ab		 B → b 	
 A�$
�- ��%	 �� 5+C �
 *%� ��%
� ��7! ���7 )�*+< 0�
 )��� ��%	 �� *���C �
�� D?�%
 /�� �$	�

.0%
�  

*+��� �� D?�%
 /3
�� �
*(C   ��%	 �� *���C �
�� �	
E:�7 /3
�� �
*(C ��.  
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,�-��� .����  

:#	�# #�,
 v�K d�O��� X�� 
#  

1( : (d�O��� 6&�� uP -4�) uP $� d�O���

 ���( ��s�� 6&�� uP -4� d�O��� $� �;T�� �2 	# +	��42 ���	 [& ��0�� ���( '8 	# �� -�� d�O��� $� ���

.#�� � B�!��� �	�R:&�,  

2(: (d�O��� 6&�� -��	 -4�) -��	 $� d�O���

	# +	��42 ���	 [& ��0�� ���( '8 	# �� -�� d�O��� $� ���  ���( ��s�� 6&�� -��	 -4� d�O��� $� �;T�� �2

.#�� � B�!��� �	�R:&�,  

  (N�]�  

S → AB → aB → ab	 d�O���	$�	uP

S → AB → Ab → ab	 d�O���	$�	-��	
 

)������ ����derivation tree(   

 �( �&�( '8 M�	 	# ��L��&�@ � d�O��� -K	# Ld�O��� ?4� �K	# <&�4� �(�&$ #	��� :-��# �,��  

1( +�@ �2 	#.#��@ � 	��S ��&�9 ��\ �P 
 ��&�9 �P ?/4� [& ���� d�O��� -K	# $�

2(.-�� ����@ X
�� ��s�� d�O��� -K	# �3&	

3(. #�( ��2��K d�O��� -K	# ;K�# ��2 +�@ 	# ����@ ��2��s��

4( ?/4� 	�� 6�42 
 ����@ ��2 ��&�9λ  . #�( ��2��K -K	# ��2 t�( 	#

5( ��s�� [& '#�# pF( ���(. M��� +#�I��� �	 ��s�� '8 ����S $� %& M����� � ���� +�@ [& 	# #�,��

6( � ��0������@ p��� �� -�� �� ���	 '�42 -��	 �( uP  $� �2 t�( 	# #�,�� ��2 ��&�9 $� ?Z�T ���	

. #��

 .M�2# � '�3� d�O��� -K	# �( �	 ?/S N�]�����@ d�O��� ?4� (N�]�

S 

B A 

b a 
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����$ %& /���  

L(G) �( �	 '8 
 #�� � ����&R9 ����@ '8 p��� �� -�� &�2 ���	 ��4� � ���45� ����@ [& '�($  � '�3�

�:&# �	�/� �(.��2#={w ϵ Σ* | S*→w} L(G) .

��� �( +���S �2 : �3@$�( '���SβA→αA ϵ (V '8 	# ��∪ T)*β,α . ���( � �3@$�( +���S [& L����@ [& 	#  

.���( #
�.��� ����@ [& '�($ ������ � y��( �3@$�( ����S  

 ����@ �( �,�� �( (N�]��(
	
	

G: S → ABA → αA|α
B → bB|λ

 � ���	 ��2# '�3� (b0�w=aaabb .#�� � ����&R9 ����@ p���  

 -��( �	 ����@ '�($ (B.�&	
8

b0�)										S → AB → aAB → aaAB → aaaB → aaabB → aaabbB → aaabb		  

B) 

S→AB→aAB→aaAB→a…aAB→anAB→anaB→an+1B→an+1bB→an+1b….bB 

→an+1mB→an+1bm 

L={an+1bm | n≥0 , m>0} 

6&� d�O��� -K	# 
 :N�]�

�&	
8 -��( �	 �&$ ����@ '�($ (N�]�

G:	S → aSa|A
A → bbA|b

S → aSa → a…aSa…a → anSan → anAan → anbbAan → anbbbbAan → an(bb)mAan 
→ 

an(bb)mban → anb2mban → anb2m+1an  

S 

A B 

a A b B 

a A b B 

a λ 
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L={anb2m+1an | m,n≥0} 

.�&	
8 -��( �	 �&$ ����@ '�($ (N�]�  

G: S→A|B S→A→aAb →anAbn
→anCbn →anaCbn 

→ 

A →aAb|C anamCbn →anamabn →anambn →apbq

C→aC|a 

B →aBbD B→aBb →aaBbb→aiBbi
→ aiDbi

→ aibDbi
→aib…bDbi

D→bD|b →aibjDbi
→aibjbbi

→ aibjbi
→axby    x<y 

apbq ∪ axby
→L={anbm | n≠m}  

������$ .����  

�2����@ :$� ��� �	�/� ������ � ���( �O/� +
�@ 	��P 	# %F��P ���( ���# Q/� �(  

1() 34��5�� �&  !"� �������$Regular( :

 ���� 
 �@� #�( �2��K +���S�( �& M)�� ����@ [&-��	 $� 1K �@�  �&uP $� 1K .���(

:-��	 $� 1K ��2����@  �&$ ?%� 
# $� %& �( '8 +���S �2�@� ���� 
 �@� #�( �2��K -��	 $� 1K ����@ [&

:���(  

�A → αB							A, B ∈ VA → α											α ∈ T	∗
:uP $� 1K ��2����@  �&$ ?%� 
# $� %& �( '8 +���S �2 �@� ���� 
 �@� #�( �2��K uP $� 1K ����@ [&

���(: 

�A → Bα						A, B ∈ VA → α										α ∈ T	∗   
z-�� M)�� �&$ ��2����@ $� [����� (N�]�  

G1: S→AB G2: S→aSb|a G3: S→aA G4: S→aA 

A→a  A→Bb A→aB|b 

B→b  B→b B→λ 
G4 .���( � M)�� �����@ >9 L-�� -��	 $� 1K  

p>q 

m>=0 m>=1 

J>=0 J>=1 
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.*+%� F< �
 �G- �! 0�
	 �
 �G-  �4 *�
�� ���C *�� ��
�� �� ���� AB+� �
��  

2( �� 7-�8� ��� ����$) 9��Context free: (

 :���( �&$ ?%� �( '8 � +���S �2 �@� ���� 
 �@� L#�( �2��K 6�� $� ?O�F� ����@ [&  

A→α A ϵ V 
α ϵ (V ∪ T)*

  

 �	�/� �( �& #�( �2��K 6�� $� ?O�F�����@ [& M)�� ����@ �2 -��@ �5��� '��� � +�� ��I@ b&	�A� �( �,�� �(

 �&$ M)�� ��2 ����@ �:&#.���F2 6�� $� ?O�F� ��2 ����@ � ���45�  

3() 9�� �� <�8
 ��� ����$Context Sensitive: (

:���( �&$ ?%� �( '8 +���S �2 �@� ����
 �@� #�( �2��K 6�� �( "�FT ����@ [&  

α→β α ϵ (V ∪ T)+ 
β ϵ (V ∪ T)+

|α|≤|β| 
)�
��+�.*+�&�" )�� �� H&3 �$��
�� *�
�� I;7 �5C *�
��  /?�&� �$��
�� � ��$ �# ��# ��
 �
�C ��"

 �� �5C � �*�� �!*� )�� �
 /?�&� ��
���$ 0�� �
�C �� ����  *+�&$  ;�" )�� �� H&3 ��$��
�� )�� �


.0�
 )�� �� H&3 ��
��  

4() >&?�4@� /�4� �������$UUUnrestrained: (

=����S $� [& �2 �� -�� �����@ L-&#
�.� '
�( ����@ [& :���( �&$ ��� �(  

α→β α ϵ (V ∪ T)+ 
β ϵ (V ∪ T)*

.���� T��� C���� ����@ [& �&$ ��2 '�($ $� [&�2 ���( (N�]�

L1={an | n≥0} S→aS|λ 
L2={an | n≥1} S→aS|a  

L3={an | n=2k} S→aaS|λ 

L4={an | n=2k+1} S→aaS|a  

L5={anbm | n≥0 , m≥1} S→AB S→aS|A 

A→aA|λ A→bA|b 

B→bB|b 
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L6={anbm | n 
 #��m ���( r
$ } S→AB S→aaS|aA 

A→aaA|a A→bbA|λ 
B→bbB|λ  

L7={anbm | n≥0,m≥4} S→AB 

A→aA|λ 
B→bB|bbbb 

L8={anbm | n+m=2k} S→AB|CD 

A→aaA|λ
B→bbB|λ
C→aaC|a 

D→bbD|b 

L9={anbn | n≥0} S→aSb|λ 
L10={ anbn | n≥1} S→aSb|ab  

L11={ a2nb2n | n≥0} S→aaSbb|λ 
L12={ a2n+1b2n+1 | n≥0} S→aaSbb|ab    

L13={ anb2n | n≥0} S→aSbb|λ 
L14={ anbm | n<m } S→AB  

A→aAb |λ 
B→bB|b 

L15={ anbm | n≤m } S→aSb|A   

A→bA | λ 

L16={ anbm | n≠m }  S→aSb|A|B 

A→aA|a 

B→bB|b 
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L17={ anbmCn | n,m>0 } S→aSc|A 

A→bA|λ 
L18={ anbmCk | k=n+m } S →aSc|A 

A→bAc|λ 

L19={ anbmCk | m=n+m } S→AB 

A→aAb|λ 
B→bBc|λ 

L20={ anbmCk | n+m=2k } S→aaSc|A|abAc   

A→bbAc|λ 

L21={ anbmCk | m=2q+1 ,  n+k=2q´ } S→ABC|A´B C´ 
A→aaA|λ 
B→bbB|b 
C→ccC|λ 
A´→aaA´ | a 
C´→ccC´ | c 

L22={ wwR | w ϵ {a,b}*} S→aSa|bSb|λ 
L23={ wwR | w ϵ {a,b}+} S→aSa|bSb|aa|bb 

L24={ w=wR | w ϵ {a,b}*} S→aSa|bSb|a|b|λ 

L25={ anwc2k+1wRbn | n,k≥0 , w ϵ {a,b}+} S→asb|A 

A→aAa|bAb|aBa|bBb 

B→ccB|c 

L26={ w ϵ {a,b}* | na(w)=nb(w)} S→aSb|bSa|SS|λ  

 ������$ ���( A����  

)%F��P N���� ��� ��2 ��� �( N���� ��� 
# 6�� $� ?O�F� ��2����@ ���(CNF � b�Z�� {�/&�@ N���� ��� 
 (

 ��0�� ����S #	�� 	# �2 -&#
�.� $� mA( -�� �$H ?%� 
# 6&� $� [& �2 �( ����@ [& �$�� N���� ���(.#��

 [& �$�� +#�� 6&��(��( L���� � |�1� �2����@ �$�� +#�� C0�S 	# �2 -&#
�.� 6&� .#�� -&��	 ����@ [&
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 -&#
�.� N�4�� �A� �(  ����@ �2# <&���� �	 ��0�� ����S #��A� -�� 6%4� ��P �2 �� L#�( �2��K '8 �
	 &�2

.��� � ��2���� �	 ���	 [& ��0�� ���( d�O��� ?4� �/0�\ ���  

 �� ����$ ���( 3?�(  

1(

 ��s�� �@�

 : 9&��BC D��$��� ��E�� F+


S  ����� �� +���S '8 ���( 
 ���( X
�� ��s�� ����@ [& 	#S→αSβ # ��α , β ϵ (V  '8 	∪ T)*  ����# �	

.#�( �2��K �3@$�( �	�Z �( X
�� ��s�� +�:�8 LM���(  

 ����� ��s�� [& -�� ������� 6&$�\8 �3@$�( ��s�� aRT ���(S´  ����� �� +���S 
 M��� b&�A�S→S´   ����@ �(

 ��s�� �&�, ����@ 	# 
 M��� ���D�S´ .M&��:( �)� 	# X
�� ��s�� �	  

 (N�]�  

S→aSb|A  
S→S 

A→aA|λ 6&$�\8 �3@$�( ��s�� aRT 

→ 
S→aSb|A 

A→aA|λ 
2( 4�G�) 9����5 F+
λ :

A  ��� �( +���S �2→λ  '8 	# ��A ϵ V λ ��0�� +���S [& �	 ���( λ ��0�� 6����S aRT.����� � (�� '���S)  	#

 ������ � 6�� $� ?O�F�

 ����@ [& 	# �� &�2��s�� �( .M���( ����# ���	 [& �( '���	 ���( ���2���� d�O��� �� L#�� � y��( ����@ [&

λ  �& ���� ��2��s�� �T�1Z� ���� ��0��nullable  ��0�� 6����S aRT.���� � ��I@λ  [& 	#

 : -�� �;T�� 
# ?��� 6�� $� ?O�F� ����@  

•  ��2��s�� 6���&nullable

• ��2��s�� aRT nullable

 ��2 ��s�� 6���&nullable :  

 ������ � ����@ [& 	# �� &�2��s��λ  M�O�F� 	�� �( �� &�2��s�� N
� ���# }��� X�� 
# �( ���� ��0��λ  � ��0��

  M�O�F���\ 	�� �( �� &�2��s�� �
# ���# 
 ����λ .#�� ��2��K ��0��  

 ��2��s�� 6���& ���(nullable :M��� +#�I��� �&$ M�&	�:0� $� M����� � ����@ [&  

1. , PREV ={}     NULL={A |A→λ ϵ P}

2.  �@� PREV ≠ NULL   �;T�� �( 
�( ���@
 ��A( �;T�� �( 
�(6 . 
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3.  NULL  ←PREV 

4.  �( ��	�# �	 
	 �(
	 p&��� �� &�2��s�� ��4�NULL  : 6� ���D�{X |X→α ϵ P, α ϵ {PREV} *} 

5.  �;T�� �( 
�(2 . 

6.  . '�&�9 

 ��2��s�� �&$ ����@ 	# (N�]�nullable .��(��( �	  

S→aA|BC PREV NULL  

A→Aa|Bb {} {B}  

B→a|λ {B} {B,C} nullable={B,C,S} 

C→b|B {B,C} {B,C,S}  

 {B,C,S} {B,C,S}  

 

 ��2��s�� aRTnullable : 

 aRT ���(nullable  6&�( (�� ��2��!� ��G �� 6����S) ���� � F&��$�( '8 6����S ��4� ����@ [& �� &�2

�� �	�Z: A→x1,x2,……,xn →A→α1, α2,……, αn  

: �� p&��� 6&� 6���@ �)� 	# �(  

1.  �@�xi ϵ nullable   +�:�8 �� ���(αi=xi  �&αi=λ  . 

2.  �@�xi ∉ nullable   +�:�8 �� ���(αi=xi  . 

3.  ��4�αi  M2 �( �&�/� �2λ .���� 

4.  �@�S ϵ nullable  �&�( �����	#���(S→λ  .#�� ���D� ����@ �( 

 ��2��s�� ?/S N�]� ����@	# (N�]�nullable  .���� aRT �	  

S→aA|BC  S→aA|BC|C|B|λ 
A→Aa|Bb nullable={B,C,S} A→Aa|Bb|b 

B→a|λ → B→a 

C→b|B  C→b|B 
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λ 6����S (N�]� .���� aRT �&$ ����@ 	# �	  

S→ABaC PREV NULL 
A→BC  {} {B,C} 
B→d | λ {B,C} {B,C,A} nullable={B,C,A}
C→D | λ {B,C,A} {B,C,A} 
D→d 

S→ABaC | BaC | AaC | ABa | aC | Ba | Aa | a 
A →BC | C | B  
B →d 
C→D  
D→d 

3(: ��H�� 9����5 F+


����� �����S �(A→BA,B  '8 	# ��ϵ V  	# �� &�, '8 $� .��&�@ � �%& �& �T�
 �& ��5�$ 6����S |�1Z� 	# ���(

 	# ���8 $� +#�I��� �R0 L�2# � ���s� �	 �2��s�� #��A� �%�&� ��
 #	�# #�,
 '���S -��	 -4� 	# &�/I0� �� ��5�$ 6����S

#�� � d�O��� ?T��� #��A� <&���� y��( ���� d�O��� ?4�  [& ��5�$ 6����S d�O��� '�� ��2���� ���( 6&��(��( .

.M��� � aRT �	 ����@  

:��5�$ aRT ��
	  �( 
  M��� � &����� �	 '8 ��2 ��5�$ ��4� ���(� ����@ [& 	# ��5�$ 6����S aRT ���(

�@ �( LM��� � M�	 :�F(�
 a��@ [& ��5�$ 6����S 	# ���	 	�� �( ��2��s�� $� +#�I��� 	�� �( ��2 ��s�� �� �� ��

 �2��F� ��4� a��@ �( �,�� �( >��.����( a��@ ��2 N�& ��5�$ ����S #�K 
 a��@ ��2 "�	 ��5�$ ����S 	# ���	

 $� [& n�2 '
�( �	 ��0
� ����@ ���(� ?Z�T ����@ '#	
8 -��( ���( .M��� � &����� �	 �:&# "�	 �( "�	 [& $�

M�F&�� � =��5�$ ����S �( ���F� �@� �&�, ����@ $� +#�I��� �( 
 �2��F� $� [& �2 �( �,�� �( >�� L

�	�ZX→Y $�) X  �(Y�7�8 �2 #	�# #�,
 (Y  ���( L��� � ��0��X � ���D�.M���

 

.���� aRT �	 ��5�$ 6����S �&$ ����@ 	# (N�]�

S→aA | B  : �2��5�$ 

A→a | B  S →B 

B→bB | C A→B 

S A 

B C 
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C→b  B→ C 

 : �2��F�  

S →B 
S→aA | bB | b S→ C 

A→a | bB | b  A→ B 

B→bB | b A→ C 

C→b  B →C 

 aRT N�]� ����@ �( �,�� �( (N�]�λ  ��s�� �� Lλ .���� aRT �	 ��5�$ 6����S �� aRT '8 	#  

S→ABaC | BaC | AaC | ABa | aC | Ba | Aa | a : �2��5�$ : �2��F� 

A→BC | C | B  A→B A→B 

B→d A→C A→C 

C→D C→D A→D 

D→d C→D 

S→ABaC | ABa | AaC | BaC | Aa | aC | Ba | a 
A→BC | d  
B→d 
C→d  
D→d 

  

4( �& 4��� ��B) 3?���(� /�4� �����E�� F+
Useless( :

 ��s��X :���( ����# �	 �&$ Y�� 
# +�@�2 LM�&�@ � +#�I��� ?(�S �& ��I� ����@ [& 	# �	  

1.X→w        X ϵ V , w ϵ Σ*  ��s�� Q&�� $�) X  �/I0� ���	 [& �( M�����( d�O��� � �;T�� ��P � 


(.M���(

2. S→αXβ S ϵ V , α,β ϵ (V ∪ Σ)*   ��s��)X  (.���( "���# ?(�S X
�� ��s�� $�

 "���# ?(�S X
�� ��s�� $� �& ���� �/I0� $� ���	 [& �( �,
 n�2 �( �� �	 ���s�� 6�� $� ?O�F� ����@ [& 	# 6&��(��(

�( ��s�� ���/� ���	 �/I0� $� ���	 [& �( ���8 $� '���� �,
 n�2 �( �� �	 &�2��s�� .M���� � ��I� ��\ �& +#�I��� '


 � �
# �/�, $� +#�I��� '
�( ��s�� ���	 ���8 �( '���� X
�� ��s�� $� �� �	 &���8 
 N
� �/�, $� +#�I��� '
�( ��2��s��

.�����  

A B 

C D 
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��
�� �� *��� ��J �$ ��K�� LE3 	�  ��
�� 	� MN�! *"�% LE3 O!
 ��+7 �
 *�����J �$��K�� *�� 
*��


.*"�% �� LE3 P!� ��+7 �
 *�����J �$��K�� /,3  

: N
� �/�, $� ��I���\ ��2��s�� 6���& M�&	�:0�  

1.PREV={}    
TERM={A|A→w ϵ P, w ϵ Σ*}  �/I0� $� �0�/�# [& M�O�F� 	�� �( �� &�2��s��)

�� � ��0�� �	(.��

2. �@�TERM≠PREV  �;T�� �( 
�( ���@ 
 ��A( �;T�� �( 
�(6 . 

3.TERM  PREV← . 

4. �( ��	�# �	 �&$ p&��� �� &�2��s��TERM : 6� ���D�  

{X |X→α ϵ P, α ϵ ∪(Σ  PREV)*}  

5. � �;T�� �( 
�(2 . 

6. : N
� �/�, $� ��I� ��\ ��2��s��{V}-{TERM} 

7.  '�&�9. 

 $� ��I���\ ��2��s�� (N�]�.���� ���9 �&$ ����@ 	# �	 N
� �/�,

S→aS | A | C PREV TERM  
A→a {} {A,B}  

B→aa {A,B} {A,B,S}  N
� �/�,  $� ��I���\ ��s��={C}

C→aCb {A,B,S} {A,B,S}

 aRT ��s�� '8 �( Y�(�� ����S ��4� M2 �
# �/�, $� �P 
 N
� �/�, $� �P ��I���\ ��s�� [& 6���& $� >9 ���� �

. ���� � aRT ?��� 	�� �( ����( ��s�� 6&� ��	�# �� �:&# ��2��s�� -��	 -4� 	# �� &�2 �0�/�# ��4� M2 
  

.���� aRT ?/S N�]� ����@ 	# �	 N
� �/�, $� ��I���\ ��2��s�� (N�]�  

S→aS | A | C S→aS | A 
A→a A→a 
B→aa B→aa 
C→aCb 

 ��2��s�� 6���& M�&	�:0�: �
# �/�, $� ��I���\  
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1.PREV={}
REACH={S}   . 

2. �@�REACH≠PREV  �;T�� �( 
�( ���@ 
 ��A( �;T�� �( 
�(7 . 

3.NEW=REACH - PREV  . 

4.PREV←REACH . 

5. 	# #�,�� ��2��s�� ��4� ���(NEW  �����X  ��� �( 6����S ��4� 
X→α  �&�, ��2��s�� ����@	#

 �( �	 �0�/�# 	# #�,��REACH . 6� ���D�

6. �;T�� �( 
�(2 .

7. : �
# �/�, $� ��I� ��\ ��2��s��{V}-{REACH}

8.. '�&�9

.���� aRT >�� 
 ��(��( �	 �
# �/�, $� ��I���\ ��2��s�� ?/S N�]� $� ?Z�T ����@ 	# (N�]�  

S→aS | A PREV REACH NEW 
A→a {}  {S}  _ 
B→aa {S} {S,A} {S} 

{S,A}  {S,A}  {A} 
    

 

S→aS | A  �
# �/�,  $� ��I���\ ��s��={B} 

A→a  
. �&	
8 -��( �	 ����@ '�($ >�� 
 ���� aRT �	 ��I� ��\ ��2��s�� �&$ ����@ 	# (N�]�  

S→AC | BS | B PREV TERM  

A→aA | aF {} {B,F}  

B→CF | B {B,F}  {B,F,S,A}   

C→cC | D {B,F,S,A} {B,F,S,A,E}  N
� �/�,  $� ��I���\ ��2��s��={C,D} 

D→aD | BD | C {B,F,S,A,E} {B,F,S,A,E}  

E→aA | BSA  

F→bB | b    

: -��# M�2��K N
� �/�, $� ��I���\ ��2��s�� aRT $� >9  

S→BS | B PREV REACH NEW  

A→aA | aF {} {S} _  
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B→B {S}  {S,B}  {S}   �
# �/�, $� ��I���\ ��2��s��={A,E,F}  

E→aA | 
BSA 

{S,B} {S,B} {B} 
 

F→bB | b     

   : -��# M�2��K ��� �2��s�� 6&� aRT $� >9 
 

S→BS | B     

B→b     
: �( -�� �(��( ����@ '�($ 6&��(��(  

L(G)={bn | n≥1}  
5(: JK �� D��$��� F+


 ?%� 
# $� %& �( ����� � 6�� $� ?O�F� ����@ [& +���S �2: ���( �&$

A→α1| α2…….. | αn A⊂V  

A→Aβ1 | Aβ2 ……... | Aβm αi,βj ϵ (V , Σ)*  

 ����� ���s�� ���( 6��$� ?O�F� ����@ [& 	#  �@� �� �& 
 #��

 � X
�� ��s�� '�42 �( �& 6�� $� ?O�F� ����@ [& 	# ��s�� [& -��	 -4� ��2 �0�/�# �� ��� � '��( d�� ?%�

A  �( �� ;%� �( ��0�� � +���S [& ?S��TA  X
��

 ����S M�&�@ � LM���( ����# #��A . -�� uP $� �3@$�( ��	�#  

 $� +#�I��� �( 
 ��s�� '8 ���( %4� ��s�� [& b&�A� �( -�� uP $� �3@$�( ��	�# �� ���s�� ���( 6���& $� >9

 : M��� � aRT �	 uP $� �3@$�( �&$ ���  

A→αi | αiA´ 1≤  i ≤  n  
A→βj | βj A´ 1≤  j ≤ m 

. ���� aRT �&$ ����@ 	# �	 uP $� �3@$�( (N�]�  

S→aSb | aAB S→aSb | aAB  
A→aA | ABa | aAb A→aA | aAA´ | aAb | aAbA´ 
B→Bab | BBa | bb A´→Ba | BaA  ́

B→bb | bbB´  
 B´→ab | abB´ | Ba | BaB´ 

DL8��K A���� M�N  

 [&: ���( �&$ ?%� 
# $� %& �( '8 +���S �2 �@� ����
 �@� #�( �2��K %F��P N���� ��� �( ����@  

A→BC A,B,C ϵ V     ,     a ϵ Σ 
A→a 
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 6����S ���(� -�� �$H %F��P N���� ��� �( 6�� $� ?O�F� ����@ [& ?&�/� ���(λ  '
�( ��2��s�� 
 ��5�$ 6����S L

. ���� aRT +#�I���  

. ��F&��( %F��P N���� ��� �( �	 �&$ ����@ (N�]�  

S→aSb | aA S→x1x2 | x3A 
A→aA | a x1→x3S | a 
S→aSb x2→b 

x3→a 
A→x3A | a 

λ 6����S aRT $� >9 (N�]� . �&	
8	# %F��P N���� ��� �( �	 �&$ ����@L��5�$ 
  

S→A | B  S→A | B | λ  �2��5�$ 

A→aA | λ  aRTλ → A→aA | a ��5�$ aRT→ S→A 

B→bB | b  B→bB | b  S→B 

S→aA | a | bB | b | λ  S→x1A | a | x2B | b | λ 
A→aA | a x1→a  
B→bB | b → x2→b 
  A→x1A | a 

B→x2B | b 
O�#&�$ A���� M�N  

 ���( �&$ ��� �( '8 +���S �2 �@� ���� 
 �@� #�( �2��K {�/&�@ N���� ��� �( ����@ [&:  
A→aα A ϵ V   

a ϵ Σ    
α ϵ V* 

 6����S �&�( {�/&�@ N���� ��� �( ����@ [& ?&�/� ���(λ  uP $� �3@$�( 
  +#�I��� '
�( ��2��s�� L ��5�$ 6����S L

. M��� aRT '8	# �	  

. �&	
8 	# {�/&�@ N���� ��� �( �	 �&$ ����@ (N�]�  

S→aSb | AB  S→aSx1 | aAB | aB 
A→aA | a  x1→b  
B→bBb | bb → A→aA | a 

B→bBx1 | bx1
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) 9�� �� 7-�8� �������$ ���� >&�P�  �&���G�CYK(

 ����� �� ���	 	# ����@ -��&	# �( �� #	�# #�,
 -&�m� M�&	�:0� ��� �( 4�&	�:0� 6�� $� ?O�F� ��2����@ ���(w 

 �/��� $� M�&	�:0� 6��742 . ���( %F��P N���� ���

 �( �#
	
 6�� $� ?O�F�����@ �4�T -�� �$H M�&	�:0� 6&� ���,� ���( . ��� � �	�( �	 ����@ p��� ���	 =�&R9

O(|w|3)  . ���( �  

 � ���	 [& �#
	
 � ���	 ���� h��w  ��2 ?/4� ��	�#i  �� ��j  : �� �	�� �( ���( �&$ ?%� �( ��   

wij=aiai+1…..aj  ai ϵ Σ 

 ��2 ���45� ��F%& M�&	�:0� ���,� 	#Vij   �2 �� M��� � �/��.�Vij : #�� � b&�A� �&$ �	�Z �(

Vij = {A | A→wij} 

Vij  �2 �A&  i ��2 ?/4� ?��� � ���	�&$ ������ � �� -�� ����@ $� &�2��s�� ?��� ���45� [&  � ���	 ��

 ��2 ���45� 6��A� ���( . ���� ��0�� �	 �)� #	��Vij  : M��� � +#�I��� �&$ '���S $�

x→wij

Vij = ∪ {x→yz | y ϵ Vi k  , z ϵ Vk+1 j   , i≤ k <j}
 M�&	�:0� ���,� ���(CYK  N�� �( �� ���	 �P��Pn w �����  � ���	 �	�Z �( �	 '8 #�� +#�#w1n  N
� ?/4� $�)

 ��n Vij  ��2 ���45� +�� ��I@ '���S �( �,���( >�� . M&��@ � �)� 	# (��  ���45� 6��A� 	# . M��� � 6��A� �	

  ��2Vij   ���(�Vij  ) ��m� [� ��2i=j >�� (Vij   �� C���� 6�42 �( 
 ��m� 
# ��2V1n  . M��� � �/��.� �	

 � ���45� $� ��m� ����@ X
�� ��s�� �@� -&��� 	#V1n  	# L#�� � ����&R9 ����@ p��� �)�#	�� � ���	 ���(

. �� �2��!� ����&R9 ���	 �	�Z 6&� ��\  

  

  

 M�&	�:0� $� +#�I��� �( 
 �&$ ����@ �( �,�� �( (N�]�CYK  � ���	 �&8 �� ���� �	�(w=aabb  +�� ��0�� '�($ 	#

z ��K �& #	�# #�,
 ����@

S→AB  
A→BB | a 
B→AB | b  
V11={A} V 22={A} V 33={B} V 44={B}  
 k=1  y ϵ V11={A}   
V12→ x→yz  V12= ϕ 

z ϵ  V22={A} 

 
k=2  y ϵ V22={A}  

V23→ x→yz  V23= {S,B} 
z ϵ  V33={B}   

* 
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 k=3  y ϵ V33={B}  

V34→ x→yz  V34= {A} 

z ϵ  V44={B} 

   k=1  y ϵ V11={A}
x→yz  {S,B}  

z ϵ  V23={S,B}  

V13    V13= {S,B}  

  k=2  y ϵ V12= ϕ
x→yz  ϕ  

z ϵ  V33={B}  

   k=2  y ϵ V22={A}
x→yz  ϕ  

z ϵ  V34={A}  

V24    
k=3  y ϵ V23= {S,B} V24= {A}  

  x→yz  {A}  

z ϵ  V44={B}  

   k=1  y ϵ V11={A}   

x→yz  ϕ  
z ϵ  V24={A}  

 

  k=2  y ϵ V12=  ϕ     

V14  x→yz  ϕ  
z ϵ  V34={A} V14= {A}  

 

  k=3  y ϵ V13= {S,B}   

x→yz  {A}  
z ϵ  V44={B}  

 � ���	w  : �:&# �	�/� �( �& #�� 4� ����&R9 ����@ p���S ϵ V1→w ϵ  grammar

���� ��	 
��
�  

.���( ����# d�O��� [& $� <�( ����@ p��� =�&R9 ���( ���	 [& ?S��T '8 	# �� -�� M�/� �����@  

 [& �&$ ����@ (N�]�. -�� M�/� ����@  
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S→SS | ab | λ  

 ���	 ���( �]�w=ab : -��# M�2��K d�O��� 
#  

S→SS→S→ab 

S→SS→SSS→SabS→abS→ab 

 	
# �&�5� a��@ ?�%3� 	# �@� .-�� �&�5� a��@ �& -K	# $� +#�I��� M�/� ��2����@ c�!3� ��2 =
	 $� %&

 6����S �( a��@.#�( �2��K M�/� ����@ '8 #�� #�5&�: #�� � M�	 �&$  

1.. #�( �2��K ����@ X
�� ��s�� a��@ � �3&	

2.. -��# M�2��K ��&�9��\ 
 ��&�9 ��2 ?/4� ��	�# � �0�/�# [& �&�5� a��@ $� +�@ �2 	#

3.. #�� � B�!��� '8 	# #�,�� ��s�� 6&�� uP -4� +�@ �2 -F( ���(

4.+���S �2 ��2 -��	 -4� A1S +�� B�!��� ��s�� -F( ���( . #�� � 6&�:&�, ����@ 	# ��s�� '8 �

5.. -�� �&R9�� ��&�9 -K	# [& �&�5� -K	#  

 

(N�]�S→SS | ab | λ

  

 
 + ��2�:;4� ?��� D�&	 ��2 �	�/� ��0�� ���( �����@ (N�]�–   �	�Z �( �� M&	�# 4S	 [� ��2 ���;4� 


: -�� �&$  

E→E+E | E-E | 0 | 1 | 2 | ….| 9 | 

 ���( ���	 ��0��3+4-9

S 

SS ab λ 

S abS SSS 

2 

E 

E E - 

9 E + E 

3 4 

8 

E 

E E + 

E E - 3 
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���( � �
�I�� -K	# 
# ,
�K 
.  

 
 

 -�� M�/� �&$ ����@ �&8 (N�]� 

 

 

 

 

 

. -�� M�/� ����@ >9 #�� � ?Z�T 	
# '�P 

 ��
�� 0�
 �*% ��%�" Q�
�� A5�� ��
�� �# �"�� �
�� �
��� *�% �+(�  0�
 ��
�� ��R�! �
 ��� P5�


 ��
	
 �2�
�� ��5�� ��J ��
�� �
�C ��" �
�+� =�$ �� �# *+�&$ $ ��� �
 �6(� �
 . ��# ��
	
 ;�" ��5����J

 �
�.*+��� �� A5�� C
8 �5"�� $ �4 �� �#  

��� ��	
��
�  

 ����# #�,
 ��s�� [& �]���T =��0�� ����S � �42 -��	 -4� 	# �� -�� ��� $� ?O�F� ����@ 1K ����@ [&

.����� � 1K 6�� $� ?O�F� '�($ L#�� b�Z�� 1K ����@ [& �( ?S��T �	 '8 '���( �� �	 ��($ �2.���(  

N�]�( 

 S→aSa | bSb | λ L1={ww R | w ϵ {a,b} *} 
 S→aSb| λ L2={anbn | n ≥ 0} 

 -F�� 1K 6��$� ?O�F� '�($ 
S→aSb| bSa | S | λ L3={w ϵ {a,b} * | 

na(w)=nb(w)} 
  


��
� ��	 ��!  

: ���( �&$ ?%� �( '8 ����S $� [&�2 �� -�� ��� $� ?O�F� ����@  

A→aα            A ϵ V , a ϵ Σ , α ϵ V* 

) r
$ �2 6��742 
A,a. #�� 	��%� ����@ 	# 	�/%& �]���T (  

E 

E-E E+E 

E-E+E …… 

…… 

5-E 

…… 5-E+E …… 5-E+E …… …… 
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 ��2 ����@ #	�� 	# (N�]�G1  
G2 z -�� ��&�@ ����  

G1=S→aS | bSS | c 

G2=S→aS | bSS | aSS | c 

 (b0�G1  0
 +#��G2 . -�� +#����\   (BG1  
 +#�� ��\G2 . -�� +#��  

. ��� +#�� ����@ 
# �2 (r   
# �2 (#. ��� +#�� ��\ ����@  

b0� ��&�@ : ���9 .    

) �	�"�� ��	 #$���Final Automata (

 �2 ������ N�� . ���� � T��� M)�� ��2 '�($ =�&R9 ���( �� ���F2 &�2 6���� L2���� -0�T ��2 6����

 ?%� �( -�AD
 � +���� N���� [& 
 '��K	��� [& L�#
	
 	��� [& ��	�# 2���� 6����: -�� �&$  

        -�AD
 +���� N����        

        '��K 	���  
        

                

                  

  

 ���s� 
 �2 ?/4� '����K �( 	#�S ���� �� -�AD
 � +���� N���� 
 #��@ � 	��S �#
	
 	��� �
	 �( �#
	
 � ���	

	��� �#
	
 � ���	 �&8 �� ��� � �	�( 0���� ��2 -�AD
 ���s� �( -�� -�AD
  �� �2��K ����&R9 6���� p���

. ���( ��&�9 -�AD
 [& 6���� -�AD
 
 ���( �#
	
 � ���	 ������ 	# '��K 	��� 	# ��  

w→                   FA     →            6���� p��� ���	 =�&R9 ��� �& =�&R9 

�%�& �	�"�� #$��� ���'(��!� )*
%+  

 �& A1S 2���� 6���� [&DFA  ��� �( &�� ��9 [&M=(Q,Σ,q,δ,F) : '8 	# �� ���( �  

Q . ���( � 6���� ��2 -�AD
 �& �2 -0�T $� ����\ 
 2���� � ���45� [& :  

Σ . ���( � 6���� '�($ ��/I0� $� ����\ 
 2���� � ���45� [& :  

q ϵ Q . -�� X
�� -0�T �:���( :  

F 2 -0�T $� �� ��\ � ���45� [& :. -�� 6���� ��&�9 ��  

δ : #�� � b�Z�� �&$ ?%� �( '8 �(�� �2 �� -�� 6���� N�O��� �(��� � ���45� :  

δ : Q * Σ→Q 
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 ?O��� 6���� $� ��:&# -0�T �P �( �/I0� ��2 ?/4� $� [& �2 �( 6���� $� -0�T �2 �� ��� � '��( N�O��� �(�� �2

 ���( . �� �2��K  

 N�]�δ (qi,a)=qj   -0�T �� ��� � '��(qi  &�/I0� ��2 ?/4� �(a  -0�T �(qj  . #�� � ?O���  

: ���( �&$ �	�Z �( ����� � 6���� [& (N�]�  

q=q0 F={q2}  Σ={a,b} Q={q0,q1,q2} M=(Q,Σ,q,δ,F)

δ (q0,a) = q0     δ (q0,a) = q1     δ (q1,a) = q2     δ (q1,a) = q2     δ (q2,a) = q0    δ (q2,a) = q1   

,*�
�  -
*./  

 N�4�� 
 X
�� �( 
 �#
	
 '���� �( ���	 '8 6���@ �)� 	# �( �� #�� � ����&R9 6���� [& p��� ���$ ���	 [&

. ���( ��&�9 -0�T [& 	# 6���� M��	 � ���	 '�&�9 �( �� ���$ N�O��� �(���  

w ��2 ���	 =�&R9 ?/S N�]� �( �,�� �( (N�]� . ���� �	�( �	  

                          w1=babb  

  q2            q1           q0  

b a b b b a b b   b a b b 

                            

        q2            q1        

          b a b b   b a b b 

                            

 '�Pq2  -�� ��&�9 -0�Tw1  .#�� � ����&R9 6���� p���  

                          w2=abaa 
  

  q1            q0           q0  

a a b a a a b a   a a b a 

                            

        q0            q2        

          a a b a   a a b a 

                            

 '�Pq0  � ���	 >9 -F�� ��&�9 -0�Tw2 . #�� 4� ����&R9 6���� p���

�'"�
0$/  

DFA [& �	�, -�AD
 ���(�%�9 �2  �	�Z �( 2���� ��2 6���� 	# ���(�%�9 �2.��� � b�Z�� �	[qi,aw] 

 '8 	# �� ���( �qi  
 +#�( 6���� ;A� -0�Taw  �( '��K 	��� �� -�� 	��� �
	 ���	 �0�/�#a .#	�# +	���  

 ���( �%�9 : X
�� ���( �%�9[q0,w] q  �@� M���� � X
�� ���( �%�9 �	0 
 +#�( 6���� X
�� -0�T w � ���	

.���( ��0
� �#
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 ���( �%�9 : =�&R9 ���( �%�9[qf,w]  �@� M���� � =�&R9 ���( �%�9 �	qf  
 +#�( 6���� ��&�9 -0�Tλ  ��4�� �A� �(

. ���( � �#
	
 � ���	  

 �2 ���( �� �	�Z 6&�( L#�� � b&�A� ���(�%�9 
# �
	 �( : -��T �(��w ϵ Σ* , a ϵ Σ   0�O��� �(�� �2 


 �����δ(qi,a)=qj  : ��� � ?4� �&$ ?%� �( �(�� 6&�  

[qi

aw] 
[qj w] 

. ��&�@ � �� �).0 b�Z�� �& �8 |�� �2 ���(�%�9 �
	 -��T � �0�/�# �(  

�� � +#�I��� #�� $�\8 X
�� ���( �%�9 �( �� �8 |�� $� 6���� [& p��� ���	 [& =�&R9 '#�# '�3� ���( L M�

 M�K =�&R9 ���(�%�9 �( '8 �8 |�� �� �� �2��K ����&R9 2���� 6���� [& p��� ���	 [& ���$ -�� �&�(

. #��  

 � ���	 
# =�&R9 ?/S N�]� 2���� 6���� �( �,�� �( (N�]�w1 , w2 .���� �	�( �8 |�� $� +#�I��� �( �	  

M=(Q,Σ,q,δ,F)  Q={q0,q1,q2} Σ={a,b} q=q0 F={q2} 

δ (q0,a) = q0 δ (q0,a) = 
q1 

δ (q1,a) = 
q2 

δ (q1,a) = 
q2 

δ (q2,a) = 
q0 

δ (q2,a) = q1   

w1=babb  
 [q0 , babb] [q1 , abb] [q2 , bb] [q1 , b] [q2 , λ]                     .#�� � ����&R9 ���	  

W2=abaa  

 [q0 , abaa] [q0 , baa] [q1 , aa] [q2 , a] [q0 , λ]                    .#�� 4� ����&R9 ���	

   

#$��� ����  

 �@�M=(Q,Σ,q,δ,F)  �
	 ��2 ���	 ��4� � ���45� ���( 2���� 6���� [&Σ  p��� ��M  �	 #�� � ����&R9

 �( �	 '8 
 ��&�@ � 6���� '�($L(M) : �:&# �	�/� �(. ��2# � <&�4�  

L(M) = {w ϵ Σ* | δ*(q0,w) ϵ F}  

#�� � +#�# <&�4� �&$ �	�Z �( 
 #�� 4� ����&R9 6���� p��� �� -�� &�2 ���	 � ���45� 6���� '�($ M4�� 

:  

L(M) = {w ϵ Σ* | δ*(q0,w) ∉ F}  
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��2 -0�T �� #�# '�3� N�O��� �(��� N
�, ��� �( 0
�, 	# '��� � �	 6���� [& N�O��� �(��� : N�O��� �(��� N
�, 

 '��� 
 �1� �2 �
	 � ��.����@ � 	��S '8 ��2 '��� �
	 �( 6���� ��/I0� 
 N
�, 6&� ��2�1� �
	 �( 6����

. -�� +�� ?O��� �0�T �P �( �/I0� ?/4� �2 �( 6���� $� -0�T �2 �� �2# � '�3�  

� N�O��� �(��� N
�, �( �	 ?/S N�]� 	# +�� |�1� 2���� 6���� N�O��� �(��� (N�]� ��2# <&�4

.  

b a δ 
q1q0q0 
q2q2q1 
q1q0q2 

 -�AD
 	�#�4�DFA  

 [& -�AD
 	�#�4�DFA  �&$ 6����S �( �,�� �( �� -�� �	�# -�, 	�# CFP �( a��@

: #�� � ��K��  

1( � ���45� ��m�� a��@ ��2 "�	Q . ���F2

2( � ���45� ��m�� a��@ ��2 N�& �
	 CFP�(Σ . ���F2 6���� ��/I0� '�42 �&

3( �( a��@ $� ��	 	# 6���� X
�� -0�T

 �	�Z

. M�2# � <&�4�

4( �(  &�2 "�	 	# 6���� ��&�9 ��2 -0�T

�	�Z  

  #�� � +#�# '�3�  

5( N�O��� �(�� �2δ(qi,a)=qj : #�� � +#�# <&�4� �&$ �	�Z �(

6( -0�T �2 ���(qi ϵ Q  ��/I0� �2 
a ϵ Σ   CFP �( �( N�& [& ����a  $�qi  � r	�K

. #��

 -�AD
 	�#�4� (N�]�DFA . ���� M�	 �	 ?/S N�]�  

  

 �&$ ��2 '�($ $� [& �2 ���( (N�]�DFA ���� T���

L1={an | n≥1}  L2={an | n=2k} 

a,b 

b 

a 

a 

b 

q0 q1  q2 

a 

qi  qj 
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L3={w ϵ {a,b}* | na(w)=2k ,nb(w)=2k´+1}  

L4={w ϵ {a,b}* |  � ���	w �(a  ���( r
$ '8 N�� 
 #�� X
�� } 

 0�3Trap  	� ���$ �+(� . �	
� O?�"
 S��- �� ���
 �$ /��� ���C� �# �"�T��J 0�
 ���3 P
� �

 0�3 )�
 �
.*% *$
�U" ��@��ET ��%	 �4 �:�� A��% /?�+� 0�3 )�
 �� ��%	 �� S��ET ��	�� ��&�

��
 �$ /��� �
 �6(� � )�%� �:�� �$ 0�3�
 �6(� �# A�+# �� �����
 �"�� O?�"
 �� *"
��" �

 0�3 �� 
	 O?�"
 )�
 1	�, )�
 	�.*+%� ��%
� �(�
!Trap  �� )�%� ��$V /�% C A�+# �� A�	

DFA . *%�  

L5={w ϵ {a,b}* | |w| mod 2 = 0} 

a 

a 

 زوج �رد  

a 

a 

  

T 

  

a,b 

a,b 

a 

b 

 

a,b 

a,b 

 زوج �رد

 

a زوج

 b زوج

a a 

b 

b 

a a 

b 

b 

a �رد

 b زوج

a �رد

 b �رد

  
a زوج

 a �رد
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L6={w ϵ {a,b}* | na(w) = 2k+1} 

L7={w ϵ {a,b}* |  � ���	w �(a �( 
 #�� X
��b  #�� M�K }  

L8={w ϵ {0,1} * |  � ���	w  � ���	 �&$ [& ?S��T ��	�#101���( }  

 

L9={w ϵ {a,b}* | na(w) mod 3 > nb(w) mod 3} 

a 

 

a 

 زوج

b b 

 �رد

a b 

T 

  

b 

a 

a 

b 

0,1 

   
0 1 1 

0 

1 0 

02 00 01 

21 20 

10 11 12 

22 

b b 

b b 

b b 

a a a 

a a a 

b 

a 

b 

b 

a 
a 
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L10={anbmck |   ���( #�� (n+m+k) } 

 ��	 #$��� 1�
��� � 2��3�DFA  

 6���� 
# J����� �& X�4�,� '#	
8 -��( ���(DFA  �( �&�, -0�T [&���(� L-�� '�F%& ���8 ��/I0� C;\� ��

 -0�T 
# �2 	# 
 ���� � M�	 ?Z�T 6���� X
�� -0�T '����DFA  . M�F&�� � �&�,  6&� 	# �	 ��0
� 6����

I0� ��2 ?/4� $� [& �2 �( �&�, -0�T 6&� �� M��� � �	�( >�� ���$ �� �	 ��
	 6&�.#	�# N�O��� �0�T �P �( �/

. M�2# � ���#� #�3� ���D� 6���� �( ��&�, -0�T n�2 ��  

 ?S��T �� #�( �2��K ��&�9 ?Z�T 6���� 	# &�2 -0�T L-�� 6���� 
# X�4��,� '#	
8 -��( a�2 �@� ����� 	#

��( ����# #�K 	# �	 ��0
� 6���� 
# ��&�9 �H�T $� %& -0�T ���( 6���� 
# J����� '#	
8 -��( a�2 �@� ���.�

.���( ��&�9 ��� ��0
� 6���� 
# 	# '8 	# #�,�� ��2 -0�T ��4� �� #�( �2��K ��&�9 ?Z�T 6���� 	# &�2  

 �&$ ��2 '�($ ���( (N�]�DFA . �&	
8 -��( ��� �	 �2 6���� 6&� J����� 
 ���� T��� C����  

L1={w ϵ {0,1,…,9}* | � ���	w  �(3 ���( �&R9 <!( }  

 

2,5,8 

 

  

1,4,7 

2,5,8 

1,4,7 2,5,8 1,4,7 

0,3,6,9 0,3,6,9 

0,3,6,9 

  

 

 

 

c 

c 

a a b b c 

c 

c 

c 

b b 
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L2={w ϵ {0,1,…,9}* | � ���	w  �(5 ���( �&R9 <!( } 

L={w ϵ {0,1,…,9}* | � ���	w  �(15 ���( �&R9 <!( }  

 

 ���DFA   

 [& '#	
8 -��( ���(DFA . ���� ?&�/� >%A0�( 
 ��&�9 ��\ �( ��&�9 -0�T -�� ��� ����  

 ( N�]�  

L={w ϵ {0,1} * | � ���	w $� �� ���	 �&$ n�2 ��	�#101 ���/� }  

 

L={w ϵ {0,1} * | � ���	w $� ���	 �&$ [& ?S��T ��	�#101 ���( }  

 

 

 

 

 

1,4,7 

1,4,7 3,6,9 

3,6,9 

2,8 2,8 0 5 

0 

0,1 

   
0 1 1 

0 

1 0 

0,1 

0 1 1 

0 

1 0 

   

1,2,3,4,6,7,8,9 

 

1,2,3,4,6,7,8,9 

0,5 

0,5 
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 4* 560%�DFA   

 [& "�%A� '#	
8 -��( ���(DFA  �	 X
�� -0�T �&�( M��� � "�%A� �	 �2 N�O��� ��4� -�, �%�&� �( +
��

 ��2��!� ��&�9 �:&#). ���� ?&�/� X
�� �( ��&�9 ��2 -0�T � �42 
.(#�( �2��!� X
�� �:&#).#�� ?&�/� '�&�9 �(

(. #�(  

 (N�]�  

L={abc}  Σ={a,b,c} 
 

 "�%A� L :  L={cba}  

 

 �	�"�� #$��� 
$7) �%�&NFA(

 ?&�/� A1S ��\ 2���� 6���� [& �( -�A1S ��� p&��� $� mA( 6���# �( -�� 6%4� A1S 2���� 6���� [&

 �2# {	 ����� � 2���� 6���� [& 	# �� -�A1S ��� p&���.#�� #	��� $� mA( 	# ���8 $
�( �( �� -�� 1&���

: $� ��� �	�/� -�A1S ��� p&��� 6&�. -��# �2��K ���@ M�4 � [& $� <�( 6����  

1.. 6���� 	# X
�� -0�T [& $� <�( #�,


2.. 6���� ��2 -0�T $� mA( ���( �/I0� ?/4� [& �( N�O��� [& $� <�( #�,


3.mA( �( �2 -0�T $� mA( N�O��� ���. �/I0� ��2 ?/4� $� 

4.λ N�O��� #�,
 . 6���� 	#

NFA [& . ���( ����# �	 d�� -�A1S ��� Y�� ��P �& [& ����� �  

NFA #	������� b&�A�  :  

 ��� �( &�� ��9 �2M=(Q,Σ,δ,q0,F)   '8 	# �� ���( �Q , Σ , q0 , F   	# +�� b&�A� ��2 ���45� '�42

DFA  
 ���F2δ : #�� � b�Z�� �&$ �	�Z �( N�O��� �(�� �2 �� -�� N�O��� �(��� ���45�  

δ : Q * ∪(Σ  {λ})→2Q  

   
b a c 

   
b a c 
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 [& '�($NFA  �@� :M=(Q,Σ,δ,q0,F)    [& +��2# '�3�NFA  =�&R9 ?(�S ��2 ���	 � ���45� �( ���(

 '�($ L'8 p���NFA  : �:&# �	�/� �( . ��&�@ �  

L(M)={w ϵ Σ* | δ*(q0,w)  ∩  F≠Q} 

8*'�+NFA   9�DFA   

 6���� �2 ���(NFA  [&DFA  [& $� 	�)��. #	�# #�,
 N#�A�DFA  LN#�A�DFA  �O�S# '8 '�($ �� -�� ��

 '�($ �(NFA  ?&�/� =
	 -�� ��� ��#� 6&� ��/�� ���( . ���( N#�A� �& �(��(NFA  �(DFA  =
	
#. #�� |�1�

 ?&�/� ���(NFA  �(DFA  	# H�4A� N
� =
	 �� #	�# #�,
NFA  N�O��� �� -�� &�2λ   =
	 $� 
 ��	���

 ?&�/� ���( ��3�( �
#NFA  N�O��� �� &�2λ . #�� � +#�I��� ��	�#  

•  ?&�/� N
� =
	NFA  �(DFA : 

 6����) �&�, 6���� X
�� -0�T '���� �( -0�T [& ���(� =
	 6&� 	#DFA  ��2 -0�T ��4� 
 M��� � M�	 (

) ��0
� 6���� X
��NFA 6&� N�O��� �� ��I@ J����� 
 X�4�,� y.( 	# �7�8 ����� >��.M�F&�� � '8 	# �	 (

 ��:&# -0�T n�2 �( ������ �/I0� ?/4� [& �( �0�T �P��P �@�.M��� � �	�( �/I0� ��2 ?/4� $� [& �2 �( �	 -0�T

O��� 6&� #�� ?O��� -0�T �( �&�, 6���� 	# �	 N�Trap  �( ��:&# -0�T n�2 �� ���$ �� �	 d�� ��
	.M�2# � 	��S

 6���� $� �0�T �2 '�&�9 	#. M�2# � ���#� #�3� ���D� 6����DFA  $� ��&�9 -0�T [& ?S��T ��NFA  	# �	

 6���� 	# #	�# #�KDFA . #�( �2��K ��&�9  

 [& �&$ '�($ ���( (N�]�DFA . ���� T��� C���� 

L={w ϵ {0,1} * | � ���	w  � ���	 �&$ �(101 #�� M�K }  

NFA : 
 

 N#�A� DFA : 

   
0 1 1  

 

0,1 
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• ?&�/� �
# =
	NFA   �(DFA  : 

 ?&�/� 	# �
# =
	 6&� $� H�4A�NFA  N�O��� �� &�2λ  -�� �$H =
	 6&� $� +#�I��� ���(.#�� � +#�I��� ��	�#

: M��� b&�A� �&$ �	�Z �( �	 �(�� 
#  

Closure (X)   �@� :X  L���( 6���� $� -0�T [&Closure (X)    #�( �2��K 6���� ��2 -0�T $� �� ���45�

 -0�T $� ��X 
  M&�� � ?O��� ���8 �( �/I0� $� ;/4� ��2 '�&# '
�(Closure (X)  #�4� �( �	(X)  Λ  � <&�4�

. ��2#

 1'?�"
 �
 �
 ���"�λ . 0����
 /��� �!*� ��&� ��  

 ��
X ! Y  �:"4 *+%� )�%� �
 0�3 !�∪ Closure (Y)  Closure (X,Y) = Closure (X)   .  

Move(X,a)  �@� :X  
 6���� $� -0�T [&a  ���( �/I0� ?/4� [&Move(X,a)  +�:�8 ���(Move(X,a)  �(��(

: �( -��  

Move(X,Y,a) = Move(X,a) ∪ Move(Y,a)  

 [& ?&�/� ���(NFA   �(DFA  6���� N�O��� �(���DFA  ��� �( 0
�, 	# �	Dtranse   M�2��K -��(

 N
�,.#	
8Dtranse   ��2 ?/4� �� -�� 0
�, ?�4%� $� >9 
 ��	�# 	��S '8 ��2 '��� �
	 �( 6���� ��/I0�

: #�� � ?�4%� �&$ ��:0� �( N
�, 6&�.#�( ��2��K '8 ��2�1� �
	 �( 6���� ��2 -0�T '��  

1. �@�q0  X
�� -0�TNFA  L���(Closure (q0)  6&�.M��� � ���D� N
�, �1� 6�0
� �( �	 6�0
� '���� �(

����� ��� �( �	 -0�T A  X
�� -0�T �� M��� � �	�R@ ���DFA .#�( �2��K

2. ����� N
�, $� +#	�!� -��� -0�T [&T  � �;T�� �( #	��� #�,
 �0�T 6��P �@�) . M��� � B�!��� �	

6 (.M&
	 �

3. -0�TT .M��$ � -��� �	

4. -0�T ���(T  ����� �/I0� ?/4� �2 
a ϵ Σ : M�2# � ��5�� �	 �&$ ?T���

0 
  

1 1 
 

0 1 1 

0 

0 
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 (b0�U   = Closure ( Move (T,a))  )U (.-�� ���45� [& ���

 �@� (BV .M��� � ���D� N
�, $� ��&�, �1� �( �	 '8 �	�R@ ��� �( -�� �&�, -0�T [&  

(r[T,a] =V     Dtranse   

5. � �;T�� �( 
�(2 . 

6. $� �0�T �2 '�&�9 	#DFA  ��&�9 -0�T [& ?S��T ��NFA  	# #	�# #�K 	# �	DFA   �2��K ��&�9 ���

.#�(

 (N�]�NFA  �( �	 �&$DFA ���� ?&�/�. 

Closure (q0) ={q0} Closure (q1) ={q1 q2} Closure (q2) ={ q2} 

Closure ( Move (A,0)) = Closure (q1) ={q1 q2} 
Closure ( Move (A,1)) = Closure (q1) ={q1 q2}  Dtranse 0 1

Closure ( Move (B,0)) = Closure (q0 q2) ={q0 q2} A B B
Closure ( Move (B,1)) = Closure (q1) ={q1 q2} B C B
Closure ( Move (C,0)) = Closure (q1) ={q0 q2} C B B
Closure ( Move (C,1)) = Closure (q1) ={q1 q2}  

 ��	 #$��� #���! 9"$��DFA  

 ��2 6���� 6�K�� ����( $� 	�)��DFA  	# �� �� ���@ �( -�� 6%4� -0�T ?S��T �( '8 ��2 -0�T #��A� <2��

 ��� �( ��
	 [& $� �2 6���� �$�� ����( ���(.#�3� #�5&� 6���� '�($ 	# ����s� n�2 ����& <2�� 6����

Partitioning  : -�� �;T�� 
# ?��� ��
	 6&�.#�� � +#�I���  

1 

 

0,1 

0 

0,λ 

1 

q0 q2  q1 

1 

 

0,1 0 

0,1 

A C  B 
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1.	 6���� "���# ?(�S��\ ����0�T ���(� 	# 4� B�FT �( �	 ���8 �
# � �;T�� 	#). M��� � aRT 
 ����& �

(. M&	
8

. *��	 �4 �� W!�% 0�3 �
 �
��" �
�+� =�$ �� �# 0�
 ���3 H���� /�� ��J 0�3 ��  

2. ��:&# 
 ��&�9��\ ��2 -0�T 63��	�9 %& L#�� � b&�A� 63��	�9 
# ?��� ���45� [& �;T�� 6&� 	#

����0�T 63��	�9  � �	�( '�F%& &�/I0� ��2 ?/4� ��$� �( �	 63��	�9 [& '
	# ����0�T 	���	 >��. ��&�9

 63��	�9 [& �( ?/4� '8 �( -0�T 
# '8 N�O��� �/I0� ?/4� [& ��$� �( -0�T
# '�F%& 	���	 $� 	�)��. M���

� >9.-�� �
�I�� ��2 63��	�9 �( N�O��� �
�I�� 	���	 $� 	�)�� 
 -�� '�F%& �( �2 -0�T [� [�	���	 �%�&� $

 ��� �A( � �;T�� 	# ��	�# ��F%& 	���	 �� �	 63��	�9 [& $� &�2 -0�T �� �	�( �/I0� ��2 ?/4� $� [&�2

 M�2# � ���#� &�, �� �	 ��
	 6&�.M��� � ��, ��	�# �
�I�� 	���	 �� &���8 
 M&	�# � �:� 63��	�9 [& 	#

( �;T�� [& � �5��� �� &���0�T '�&�9 	#.���� �� �� [� �2 63��	�9 � �42 �& 
 #�� '�F%& ;/S � �;T�� �

 -0�T ��P ��, �( M����� � ����( 6���� 	#.M���� � �&R9���&�4� �& N#�A� ����0�T ����( 63��	�9 [& '
	# ��

. M�2# 	��S -�� -0�T [& �� '8 N#�A��� �( 
 ��0
� 6���� �
	 $� ����( 6���� -��( N#�A� ��2 -0�T <2

 . �&8 �

. �&	
8 -��( �	 '8 '�($ 
 +#�4� ���4� �	 �&$ �������8 ��2 -0�T #��A� ( N�]�  

: M&	��� "���# ?(�S ��\ -0�T  

P={ {q0,q1,q2,q3},{q 4} }
63��	�9263��	�91

P={ {q0},{q 1,q2,q3},{q 4} }    
63��	�9363��	�9263��	�91

P={ {q0},{q 1,q2,q3},{q 4} }    

 ����0�Tq1,q2,q3  .����( � �&R9���&�4� 
 ��� N#�A� M2 �(  

: �( #�( �2��K �(��( &��� 6����
    

 q2  q0 

q1 

q3 

q4 

0 0 0 
1 

1 

0 

1 1 

0,1 
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L={w ϵ {0,1} * | w  ?/4� [& ?S��T ��	�#1  �
�F� �& ��@	�( '8 N�� 
 +#�(2  ���( � } 

 ��2 -0�T #��A� (N�]�DFA . ������( ?S��T �( �	 �&$  

  

 ��2 -0�Tq2 , q4 : -��# M�2��K >9 .���F2 "���# ?(�S��\  

P={ {q0,q1} , {q 3,q5}} →P={ {q0,q1} , {q 3,q5}}  
  

L={w ϵ {0,1} * | w  ?/4� [& ?S��T ��	�#1  ���( }  

 ��	 #$��� � �:"� ��	
��
� ;�:"� ��	 <���� #$� =��+��DFA  

 �& �  !"� ����$ %& �&  !"� 	��#� %& /C ��� ����

 ���( �@� ����
 �@� #�( �2��K M)�� '�($ [&.���F2 M)�� ��2 '�($ #�� � |�1� �&�)� 	# �� &����($ ���# $� %&

 [& '���( '8 ��2 ���	 =�&R9DFA NFA �& 
 DFA &�����). #�� T��� NFA 
 �2  ��&$ -�� �(��( M2 �( �2

 �2NFA DFA [& �( ?&�/� ?(�S (. -��  

  

 :��P5  

 4�G�) ����  ������ �$� ��")� �$� ?�� 4���Q  !"� /��� %& >�$ /��) D� ��&? R&�S) %& T#U

DFA �"V D
��U.  

  q0 

q1,q2,q3 

q4 

0 1 

0,1 

0 

  
 

0 

1 

0,1 

 

0,1 

1 

0 0 

0,1 1 

q0 q1 q2 

q4 

q3 q5 

0,1 

 

1 

q0,q1  

0 

q3,q5 
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� ���� ��#� 6&� ��/�� ���( �( M)�� ��2 ����@ �& M)�� ��2 �	�/� ?&�/� =
	 -�� ��DFA  |�1� >%A0�(


: #�( ��2��K �&$ �	�Z �( �2 =
	 6&�.#��  

 9� �:"� ��	 <���� 8*'�+ -��DFA  

 [& �( M)�� �	�/� �2 ?&�/� ���(DFA  =
	 6&� 	#.#�� � +#�I��� M�O�F� ��\ =
	 ��� �( �
	 $� '8 N#�A�

 �	�/� ���(� [& �( M)��NFA  >�� L#�� � ?&�/�NFA  �(DFA  �( M)�� �	�/� ?&�/� ���(.�� �2��K ?&�/�

NFA  �E�	� ���( �
	 �&�(NFA  M���( ����# M)�� ��2 �	�/� ��2 �:;4� ���( ���
 �&�9 M)�� ��2 �	�/� ���(

ϕ }M)�� ��2 �	�/� b&�A� Q/�. Lλ    �2
a ϵ Σ  6���� '��� � M)�� �	�/� �� 6&� ���(.���F2 M)�� ��2 �	�/�

: -��@�)� 	# �	 �&$ ��2  

             
 :ϕ  

             
:λ  

a ϵ Σ :

 	# =
	 [& '��� � M)�� �	�/� 	# �:;4� �2 ���(DFA  �@� M)�� ��2 �	�/� b&�A� Q/�.#�� |�1� �2r1  


r2  +�:�8 L����( M)�� �	�/� 
#r1+r2  Lr1r2   
r*
1 . #�( ��2��K M)�� ��2 �	�/����  

  

  

  

λ 

  

a 

  

r1 

------ 

r2 

------ 
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 M)�� �	�/� ���( (N�]�(a+bb)*  6���� [&DFA . ���� T���

  

 ?&�/� ��2 =
	 �( '��� � �	 d�� 6����NFA  �(DFA  6���� [& �(DFA . #�� ?&�/�  

 �:"� <���� 9� �	�"�� ��	 #$��� 8*'�+ -��  

) 2���� 6���� [& M)�� �	�/� '#	
8 -��( ���(NFA   �&DFA  #�� +#�I��� �&$ =
	 
# $� %& $� '��� � (

:  

1.) ��4� N�O��� a��@ $� +#�I���GTG: (

r1+r2 
r2 

------ 

r1 

------ 
λ 

λ 

λ 

λ 

r1r2 λ λ λ 

r2 

------ 

r1 

------ 

r1
*
 λ λ 

r1 

------ 

λ 

λ 

  λ 
 

b b λ 

λ 

a 

λ 
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 ����� � '8 ��2 N�& �
	 �( �� �
�I� 6&� �( #�( ��2��K 2���� 6���� [& ����� �O�S# ��4� N�O��� a��@ [&

 �T) �:&# "�	 �( "�	 �2 $� '8 	# �� -�� a��@ ��� ?��� ��4� N�O��� a��@ [&.#��@	��S M)�� �	�/�

 [& ?&�/� ���(.#	�# #�,
 M�O�F� N�& [& ("�	 '8 #�K DFA  N�O��� a��@ [& �( �	 6���� ���(� M)�� �	�/� �(

 �( N�& [& LM&	��� M�O�F� N�& �� �:&# ��	 �( "�	 �2 $� -�� ��� ���� ?&�/� 6&� 	#.M��� � ?&�/� ?��� ��4�

� -0�T [&) ��0�T 
# ��4� N�O��� a��@ [& �( '���	 �� �	 ?��� N�O��� a��@ >��.M��� ���D� �� CFP�( X�

 $� -0�T [& �;T�� �2 	# �� ���( �� ���@ �( �&�( -0�T <2�� ��
	.M�2# � -0�T <2�� ( '�&�9 -0�T [& 


 �4�T ��0�T 
# ��4� a��@ ����� 	# �� ���( �� ���@ �( �&�( ��
	 6&� �%�&� �:&# � ��%�.#�� ����� a��@ 6&�

K � +�@�2.���( ��&�9 -0�T [& 
 X
�� -0�T [& ��	�# 6�( ��0�O��� ��4� �&�( M�2# <2�� �	 -0�T [& M�2��

 �@� '�&�9 	#.���� ���D� �	 �$H M)�� �	�/� 
 M&��:( �)� 	# ��� +�� ����� -0�T 6&� $� 	�/� �( �	 �:&# ��2 -0�T

�&8 � -��( #�� � ��I@ �� ;%� �( '8 M)�� �	�/� M&���	 �&$ ����� ��0�T 
# ��4� N�O��� a��@ �( .  

 : A�+# 0�� ��� >�
!	 �� *�� AB+� �$ 1	�� ��� ��� �
��  

r + ϕ = r 

r.ϕ = ϕ 

ϕ
*=λ 

. ��F&��( �&$ '�($ ���( M)�� �	�/� [& (N�]�

L={w ϵ {0,1} * | � ���	w ���( 0���� �IZ r
$ [& ?S��T ��	�# }  

 

��4� N�O��� ?��� a��@  

r4 

 

r3 

 

r1 

r2 

r*
1r2(r4+r3r

*
1r2)

*
 

1 

 

0 0 

1 

 

0,1 
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 (1+01)*00[(0+1)+ϕ(1+01)*00]* =(1+01)*00(0+1)*  
2.: -0�T �H#�A� $� +#�I���

 >��.M�F&�� � -0�T '8 $� ,
�K ��2 N�O��� �( �,�� �( �	 6���� $� -0�T �2 -0�T � �0#�A� ���(� =
	 6&�	#

 ��� �( -0�T �0#�A��2X=pX+q X=p*q-0�T � �0#�A� �( �	  b;�!� ��2 �	�R:&�, �( -&���	# M��� � ?&�/�

 M)�� �	�/� '�42 �	�/� 6&�.���( �0�T ��� ���@ �2 �S�� X
�� -0�T �( ������ -0�T �0#�A� �� M���( &�, �( �&�(

. -�� 6����  

. �&	
8 -��( �	 �&$ 6���� �( ������ M)�� �	�/� (N�]�  

  

1 

 

0 0 

1 

 

0+1 

A B C 

φ 

φ 

φ 

φ 

 

(0+1)+φφ*0 

 A C 

φ+φφ*1 

φ+0φ*0 

1+0φ*1 

 

0+1 

 A C 

φ 

00 

1+0 

1 

 

0 0 

1 

 

0,1 

A B C 
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 ��� �( N�O��� �(���2 6���� -0�T �H#�A� 6���� ���(δ(qi,a)=qj   -0�T �0#�A� �(qi,a=qj   � ?&�/�

 �	�/� [& #�� |�1� ��&�9 -0�T [& '���� �( �� �0�T �2 6��742.#��λ  � �0#�A� �( X�4�,� �	�Z �(

. #�� � ���D� <�0�T  

A=1A+0B 
B=0C+1A 

C=0C+1C+λ→C=(0+1)C+λ →C=(0+1)*λ→C=(0+1)*C=0C+1C+λ
B=0C+1A→B=0(0+1)*+1A→ 
A=1A+0B→A=1A+0[0(0+1)*+1A]→A=1A+01A+00(0+1)*

A=(1+01)A+00(0+1)*→  A=(1+0)*00(1+0)*

>0%?�� � �	�"�� ��	 #$��� 9� �:"� ��	 
��
� 8*'�+ -��  

 �( '��� � �	 M)�� ����@ �2 	#.#�� ?&�/� M)�� ����@ [& �( '��� � �	 2���� 6���� �2 ��� 
 2���� 6���� [&

. ���( -��	 $� 1K M)�� ����@ [& M)�� ����@ -�� �$H ?&�/� 6&�

1.: 2���� 6���� �( -��	 $� 1K ��2 ����@ ?&�/� =
	

 �( '8 � +���S �2 �� #�( �2��K -��	 $� 1K ��2����@ b&�A� Q/�: ���( �&$ ?%� 
# $� %&

: #�4� ?&�/� 6���� �( �&$ ��� ?%� �( '��� � �	 ��� 
# 6&�

A→αB

A→α

A→α1a2….amB       A,B ϵ V 

A→α1a2….an            ai ϵ T 

: #�4� ?&�/� 6���� �( �&$ ?%� �( �	 '8 '��� � N
� ��� ���(  

  

: -��# M�2��K �
# ��� ���(
  

  

. �&	
8 -��( 2���� 6���� [& �&$ M)������@ ���( (N�]�  

S→aaS | aA 
A→bbA | λ   

   ----------- a1 a2 am 
A B 

a1 a2 an   -----------  A 
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2.: -��	 $� 1K ��2 ����@ �( 2���� ��2 6���� ?&�/� =
	

 �( -0�T �2 ���( �	 6���� ����0�T �H#�A� ��4� -�� ��� ���� 2���� 6���� [& M)�� ����@ '#	
8 -��( ���(

 -���) �2����@ ?%�| .#�( �2��K ����@ X
�� ��s�� '�42 6���� X
�� -0�T.��F&��( (+ ��, �(  

. ��F&��( �&$ '�($ ���( M)�� ����@ [& (N�]�  

L={w ϵ {a,b}* | na(w)=2k , nb(w)=2k´+1}  

S→aB | bA 
A→aC | bS | λ
B→aS | bC 
C→aA | bB 

�:"� ��	 ���� ��
� @*�A+ �?  

) 2���� 6���� [& '���( '8 ��2 ���	 ���( �@� ����
 �@� #�( �2��K M)�� '�($ [&NFA �&DFA  ����@ [& �& (

: #	�# #�,
 �&$ � ��%� 
# M)�� ��2 '�($ #	��	#.#�# �E�	� M)�� �	�/� [& �& 
 M)��  

1. �2. #�(�2��K M)�� 2���� '�($

2. �#
�.��� 	��O� #��A� 6&� 
 ����( ��F(�
 M2 �( #��A� �)� $� �/I0� ��2 ?/4� $� ��
# ?S��T '�($ [& 	# �@�

. #�( �2��!� M)�� '�($ '8}���(

 (N�]�

 

  

a 

A 

a 

b 

b 

a S 

   

b 

B 

a 

b 

b 

b S 

C 

A 

a a a 
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L={anbmc2n | n,m ≥ 0}  M)���� 

L={w ϵ {a,b}* | na(w)=nb(w)}  M)���� 

L={ww R | w ϵ {a,b}*}  M)���� 

L={anbn | n ≤ 21000}   M)�� 

3. $� ����L?��� �(��LN
� #��L?&	����� �����) ���( Z�K 	��O� &�/I0� ?/4� [& #��A� '�($ [& 	# �@�2 

 #���� ���F2 #�� '8 B�m� �@� �& ���/�  !3� #�� [& B�m� :42 #���� 6&� �� ;%� �( (...


�m� ��	��� �	 @�&
 6&� �� M2 ��:&# �2��!� M)�� '�($ '8 ���( #
�.��� 	��O� 6&� 
 ����( #�� '8 B

. #�(

 (N�]�

L={an | n -�� N
� #�� [& }   

L={an | n == m!} 

L={an | n  $� ��%P�� N
� �#��21000 -�� }   

@*�A+ �?  

 �	 �$H Y�� 6&� �( ���( M)�� �@� ��($ �2 �� #	�# #�,
 �$H Y�� [& M)�� ��2 '�($ ���( Y�� 6&�.���( ����#

: #�� � |�1� �&$ �	�Z �( �$H  

L /��� 4�"V X�N : T&�Y) ��P5 n 7Z� D���[ 3���C 4��� D��"����  !"� /��� %&  �� ?��? ?�\�

�� ���� �L&��U���� �w �V w ϵ L 3?�� w  � 3��4���≥n   ]4���w  ����) D�  �� ���� �&� �( �� ��

w=xyz 	��  �V  �"V  �8-)|xy| ≤ x  �|y| ≥ 1  �� ���� �� 4&�� 3���C ]4���≥ 0  i :  ���� ����?  
xyiz ϵ L  

 Q&	�� M0 $� H�4A�.-�� M)�� ����@ �& M)�� �	�/� �& 2���� 6���� �E�	� '�42 '�($ [& '#�( M)�� ���( ��� Y��

� �42 ���( '8 '��( M2 ��&$ #�� 4� +#�I��� '�($ [& '#�( M)�� ��/�� ���( i �&#�O� � �42 
 '�($ ��2 ���	 

. ��� �� -�� �$H Y�� [& Y�� 6&� �%�&� M2 
 -�� 6%4���\  
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@*�A+ �? �
���B  

 �&�( -F�� M)�� ��($ M��� -(�� M�2��!( �@�.#�� � +#�I��� '�($ [& '#�( M)�� ��/�� ���( H�4A� Q&	�� M0 $�

�� #
�.��� '8 N�� �� �	 '�($ $� �� ���	 ���(�w≥n � ���	 N�� �A&.M���( N�]� -  �&$ �� �( �	 ���	 >��.���(

 �@� N�]� 	�� �(. M��� � M�FO� ���	w xyz � ���	 �&$ �� �( �	 |xy|≤n � +$���� �&�( H
� }M&#�� M�FO�  ����� 


|y|≥1 i [& -�� ��� ����� 	#.���( xyiz ϵ L �� M��� ��A�  .���/�  

 �2 �� ���� -(�� (N�]�. ���F�� M)�� �&$ ��2 '�($ $� [&  

L1={anbn | n ≥ 0} w = anbn

w = xy
 x = an-1 |xy|=n≤n
y = a |y|≥1
z = bn

xyiz = an-1ai bn i=2 an-1a2 bn  = an+1bn  ∉ L  .  -F�� M)�� '�($ 

L2={anbmck | k=n+m}  w = anbn+1c2n+1 w ϵ L , |w|=an+2 ≥ n 

w = xyz
x = an-1 |xy|=n≤n
y = a |y|≥1
z = bn+1c2n+1 
xyiz = an-1ai bn+1c2n+1 i=4 an-1a4 bn+1c2n+1  = 

an+3bn+1c2n+1  ∉ L  
.-F�� M)�� '�($ 

L3={w ϵ Σ* | na(w) < nb(w)}  Σ={a,b}  w = anbn+2 w ϵ L , |w|=2n+2 ≥ n 

w = xyz
x = an-1 |xy|=n≤n
y = a |y|≥1
z = bn+2 
xyiz = an-1ai bn+2 i=4 an-1a4 bn+2  = an+3bn+2  ∉ L   M)�� '�($

.-F�� 

 

 

L4={ww R | w ϵ {a,b}*}  w = anbnbnan w ϵ L , |w|=4n ≥ n 

w = xyz
x = an-1 |xy|=n≤n
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y = a |y|≥1
z = bnbnan

xyiz = an-1ai bnbnan i=2 an+1 bnbnan  = an+3bn+2  ∉ L  .-F�� M)�� '�($ 

L5={an | n-�� N
� �#��  , n ≥ 2 }  w = anbnbnan w ϵ L , |w| = n ≥ n 

w = xyz
x = an-2 |xy|=n-1≤n
y = a |y|≥1
z = a 
xyiz = an-1ai a i=2 an-1a2 a= an+1 ∉ L  

n �@� . -F�� M)�� '�($ >9 L ���( N
� ����� 4� '���� n�2 �( �� #�( �2��K r
$ #�� [& �5���	# -�� #�� #�� [& >9 -�� N
� #�� [&

) �� 9�C/ ��	 #$���Push Down Automata (

2���� 6���� ���8 ���( '��� 4� '���� n�2 �( 
 ���F�� M)�� ��2 '�($ � ���# q�, �2 '�($ $� �	��F( T��� 

 '�($ �����.#��L={anbn | n ≥ 0}  a ��2 ?/4� #��A� N���� ���( �	��(� n�2 2���� ��2 6���� 	# ��&$
b  


 � b�Z�� 6�� $� ?O�F� ��2 '�($ ��� �( �2 '�($ $� �� ���# ���( �� ��39 ��2 6���� .#	��� #�,
 ���8 � ��$���

 ��39 6&�.#�� � +#�I��� ��� ��39 [& $� -�AD
 � +���� N���� 
 �#
	
 	��� �( +
�� 6���� 6&� N�� 	#.����

 #��A� �).0 [& 	# M�����( �� #�� � y��(2 ��  �� ��39 6���� [& N��.M��� N���� �& ��$��� �	 �/I0� ��2 ?/4� $�

: #�( �2��K �&$ ?%� �(  

 

 

  

 

  

 ��� �( &�� -I2 [& �� ��39 6�����2 :  �� ��39 6���� b&�A�M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z,F)    : '8 	# ��  

Q  .6���� ��2 -0�T $� �� ��\
 2���� � ���45� [&:  

����� � 	
��� ���� 

 

 

 

 

 

Z 

 ���� 
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Σ .6���� ��/I0� $� �� ��\
 2���� � ���45� [& :  

Γ .��&�@ � ��39 ��/I0� ���8 �( �� &�2 ?/4� $� �� ��\
 2���� � ���45� [& :  

δ  : #�� � b&�A� �&$ �	�Z �( �(�� �2 �� -�� N�O��� �(��� � ���45� :  

δ ∪: Q * (Σ  {λ}) * Γ→Q * Γ*  

q0  ϵ Q .-�� 6���� X
�� -0�T � +��2# '�3� :  

Z ϵ Γ .-�� ��39 ������ ?/4� � +��2# '�3� :  

F ϵ Q .-�� 6���� ��&�9 ��2 -0�T ����\ � ���45� :  

 ?/4� �( �,�� �( 6���� $� -0�T �2 �� ���� � b�Z�� ?%� 6&�( N�O��� �(��� �� ��39 6���� 	# � ���	 �	�,

 	# �� 0�4�� #	�� 	#.��� � #�5&� ��39 	# ����s� �P 
 +�� ?O��� ��:&# -0�T �P �( ��39 &H�( ?/4�
 �#
	


 ��2 6���� ��2 ��39PDA : -��@ �)� 	# �	 �&$ ��2 -0�T '��� � L#��@ � �	�Z  

1. �#
	
 � ���	 �	�, ?/4� '�&# �( ��39 �H�( �( ?/4� [& '#�� ���D�)Push: (

δ (qi,a,x)=(qj,yx)  
  

2.) �#
	
 � ���	 �	�, ?/4� '�&# �( ��39 �H�( $� ?/4� [& 6���#�(Pop: (  

δ (qi,a,x)=(qj,λ)  

3.: �#
	
 � ���	 �	�, ?/4� '�&# �( ��39 �H�( ?/4� ��, �( ?/4� [& '#�� 6&�:&�,

δ (qi,a,x)=(qj,y)  
  

a b c 

qj y 
x 
z 

a b c 

qi 
x 
z 

a b c 

qj 
z 

a b c 

qi 
x 
z 

a b c 

qj 
z 
y 

a b c 

qi 
x 
z 
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 0#�3 ��7 0�� �� *3
! �� 5+C ��!	! � ��%	 *$ O?�"
 Y�C �� 	� �$ �
�7
 �
�
 �� �
 ��2T )�%� 	�

.*+# ��  

��% �� Z�@ �
 ��2T �$ )�%� 	�λ /��� ��!	! � ��%	 �5�"
 	� �# .�	
� 	
��  

 *%� �&�� )�%� ��!	! ����
 � *"
�C �� ��2T ����
 ��3 0�
 ��5� *+< �$ *%� 1!��� �4 �
 � !

.��% ��@�� �B" 	� 1!��� ���'
  

 +#�( ��&�9 ��2 -0�T $� %& 	# 6���� �� �� �2��K ����&R9 6���� p��� ���	 [& ��:�2 �� ��39 ��2 6���� 	#

 ��2 6����#	�� 	#.#	��� ��42� ��39 ?K�# ����.� -�AD
 6&� 	#.���( �#
	
 � ���	 ������ 	# �#
	
 �2 


�Z�� -�AD
 a��@ [& �( �	 6���� �2 '��� � ��� �� ��39δ(qi,a,x)=(gj,α)  N�O��� �(�� N�]� 	�� �( #�� b  �(

: #�� � +#�# <&�4� �&$ ?%�  

 X
�� -0�T 	# 6���� 	�� ����(� 	# M��� � h�� +	��42 '�($ [& ���( �� ��39 6���� [& T��� ���(q0 

 ?/4� �( ��39 �2 -0�T 6&� 	# 
 #	�#	��Sz M�)�� �(.��� � +	��� ( ��39 �K8 ?/4�)  ��39 $� +#�I��� 
 N�O��� �(���

.#�&R�� -F�� '�($ �m� ��� 	 �� ���	 n�2 
 ����&R9 �	 '�($ �m� ��2 ���	 ��4� 	# �� M��� � T��� 6����  

 [& �&$ '�($ ���( (N�]�PDA .���� T���  

L1={anbn | n ≥ 0}  

 

a,x/α 

qi qj 

  

 

a,1/11 

a,z/1z 

b,1/λ 

b,1/λ 

λ,z/z 

λ,z/z 

q0 q1 

q2 
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L2={anbnck | k=n+m}  

L3={anb2n | n≥0}  

L4={anb2n | n≥0}  

a,1/11 

a,z/1z 
b,1/11 c,1/λ 

 q0  q1 q2 q3 
λ,z/z c,1/λ b,1/11 

c,1/λ 
λ,z/z 

a,1/111 

a,z/11z 
b,1/11 

λ,z/z b,1/λ1 

λ,z/z 

 q0  q1 q2 

a,1/11 

a,z/1z 

 q0 

 

q1 

q3 

q2 

λ,z/z 

b,1/λ1 

λ,z/z 

b,1/λ1 

a,1/1 
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L5={a3bncn | n≥0} 

L6={anbn+mcm | n≥0 , m≥1} 

L7={anbmcmdn | n,m>0 } 

b,z/1z 

b,1/11 

 q0 

 

q1 

q5 

q2 q3 

q4 

a,z/z a,z/z 

λ,z/z 

a,z/z 

c,1/λ 

c,1/λ 
λ,z/z 

 

a,z/1z 

a,1/11 

q0 

 

q1 q2 q3 

q4 

b,z/1z b,1/λ c,1/λ 

c,1/λ 

λ,z/z 

b,1/λ b,1/11 

b,z/1z 

a,z/1z 

a,1/11 

 q0 

 

q1 q2 q3 

q4 

c,0/λ b,1/01 d,1/λ 

d,1/λ 

λ,z/z 

b,0/00 c,0/λ 
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L8={an+1bmcm+2dn | n,m>0 } 

L9={anbm | n>m } 

L10={anbm | n≥m } 

L11={anbm | n<m } 

a,z/1z 

a,1/11 

 q0 

 

q1 q2 q3 

q6 

q4 q5 
b,1/01 a,z/z c,0/0 

d,1/λ 

λ,z/z 

b,0/00 c,0/λ 

c,0/0 d,1/λ 

a,1/11 

a,z/1z 
b,1/λ 

λ,z/z b,1/λ1 

λ,z/z 

 q0  q1 q2 

a,z/1z 

a,1/11 

 q0  q1 q2 

λ,1/λ 

λ,z/z 
b,1/λ 

b,1/λ 

λ,1/λ 

λ,z/z 

a,1/11 

a,z/1z 
b,1/λ 

λ,z,z b,1/λ1 

b,z/z 

b,z/z 

b,z/z 

 q0 q1  q3 q2 
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L12={anbm | n≠m } 

)  �%�& 
$7 �� 9�C/ ��	 #$���NPDA(  

 p&��� �( �2 6���� 6&� -�A1S ��� p&��� ��� ���( ����# #�,
 -�A1S ��� p&��� '��� � ��� �� ��39 ��2 6���� 	#

 ?/4� ��$� �( -0�T [& �@� N�]� 	�� �(.-�� �
�I�� 2���� ��2 6���� -�A1S ���a  ����# N�O��� [& $� <�(

 ��\ ���$ �� ��39 6���� [&.-�� A1S ��\ �4�T 6���� �� -I@ '��� 4� ���( ������ N�O��� �Z� �%�&� �& ���(

 ���( #	�� [& $� <�( ( ��39 �H�( ?/4� 
 �#
	
 ?/4�) '�F%& p&��� �( -0�T [& 	# ��#�( �2��K A1S

 �& 
 ���( ����# #�,
 ���@ M�4 �λ N�O��� 6���� 	# �%�&� λ 6&� �� M���( ����# λ �A� �( .���/� ���	 ������  

λ �H�O��� 6&� #�(	��  � ���	 �	�, ?/4� �( �,�� '
�( M�2��K � �� -�� ���$ �( Y�(�� �� ��39 ��2 6���� 	#

 N�O��� $� �	�Z 6&� 	# �� M��� G�!�� �	 C���� M�4 � ��39 �H�( 6���@ �)� 	# �( pO� 
 �#
	
λ  � +#�I���

 �	�Z 6&� 	#.��� 4� ���T n�2 �#
	
 � ���	 �2 N�O��� X�� 6&� 	#.M���.#�( �2��K A1S ��\ �� ��39 6����  

 ��"
�C 0�� �
�C �� MT ���" /�*�C �(G� �
 ��2T �$ )�%� �� �
�C ��" 
	 �(G� ��J �
 ��2T �$ )�%�

NPDA PDA �
  �C Q�� $ . *%� �� $  

 (N�]�

 q0 q1  q2 

 

q3 

q4 

a,z/1z 

a,1/11 

b,1/λ 

λ,z,z 

b,1/λ1 

b,z/z 

λ,1/λ 

b,z/z 

b,z/z 

λ,1/λ 

@BookTabadol



����� � ��	�
� ���	��  | 58 

 

L1={anbm | 2n≤m≤3n }     n=3    m=6 ,7,8,9 

L2={ww R | w ϵ {a,b}* }    

L3={w=wR | w ϵ {a,b}* }    

#�� �� 8��D� ��	 
��
� ��
� �� 9�C/ ��	 #$���  

 ����@ �4�T �� -�� �$H 	�� 6&� ���(.#�� �E�	� A1S ��\ �� ��39 6��� [& '��� � 6�� $� ?O�F� ����@ �2 ���(

 6���� [& #�� � �E�	� {�/&�@ N���� ��� 	# ����@ [& ���( �� �� ��39 6����.���( {�/&�@ N���� ��� �(3  ��0�T

 -0�T �� '8 	# �� #�( �2��Kq0,q1,q2 # M�2��Kq0 -0�T.-�� q2 -0�T 
 �(�� X
�� -0�T  6���� ��&�9 -0�T

: #�� � b&�A� �&$ �	�Z �(  

δ (q0,λ,z)=(q1,Sz)  

a,1/111,1111 

a,z/11z,111z b,1/λ 

λ,z,z b,1/λ 
 q0 q1  q2 

λ,z,z 

  

a,a/aa 

b,b/bb 

b,z/bz 

b,a/ba 

a,z/az 

q0 q1 q2 

a,a/λ 

b,b/λ 

λ,z,z λ,a/a 

 

λ,z/z 

a,a/aa 

b,b/bb 

b,z/bz 

b,a/ba 

a,z/az 

a,b/ab 

a,a/λ 

b,b/λ 

λ,a/a 

λ,b/b 

a,a/a 

b,b/b 

λ,z/z   q0 q1 q2 
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 [& ����@ ��0�� +���S �2 ���( >9.#��@ � 	��S ��39 	# ����@ X
�� ��s�� �#
	
 � ���	 �( �,�� '
�( �(�� 6&� �(

 -0�T '�42 �
	 N�O��� �(��q1 8 $�.#�� � ����� �( '8 ����S $� [& �2 L-�� {�/&�@ N���� ��� �( ����@ �� &�5�

: #�� � ����� �&$ �	�Z  

 δ (q1,a,A)=(q1,α)  

 �� �	�Z 	# ����@ ��2 ���	 =�&R9 ���( -&��� 	#q1  ��&�9 -0�T �( ���( 0�K ��39 
 +���	 ���	 ������ �(

 �&$ �	�Z �( N�O��� �(�� 6&�K8 �A& #
	 � 6����: #�( �2��K  

δ (q1,λ,z)=(q2,λ)  

E"*�6+ #$���  

 '�($ ����� L���� 4� B�F.� 6�� $� ?O�F� ��2 '�($ ���# q�, �� ���F2 �2 '�($ $� �	��F(L={anbncn | n≥ 0} 

  ��2 ���	 =�&R9 ���(.#�# �E�	� (A1S ��\ �& A1S) #	������� �� ��39 6���� '��� 4� '���� n�2 �( ����($ 6&� ���(.

 [& 
 #
�.��� �#
	
 	��� [& ��	�# ��&	�� 6���� ������ N��.#�� � +#�I��� ��&	�� 6���� $� �2 '�($ 6&�

+���� N���� 6&� �� -�� -�AD
 � +���� N���� : #	�# ����# 	��� �( 6����
 '����K �2 [& Q&�� $� -�AD
 �  

  

: -�� v�K @�&
 
# ��	�# ��&	�� 6����  

1..�F&��( ��� 	��� �
	 ����� � 	��� �
	 ��2 ?/4� '����K �( +
�� '����K �2 �%�&� %&

2. ���,� 	�( �2 �(.��� -��T uP �& -��	 -4� �( �T�
 [& ����� � �2 N�O��� �(�� [&

: ��&	�� ��2 6���� b&�A�  

 ��� �( &�� -I2 [& ��&	�� 6�����2M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,□,F)    : '8 	# ��  

  

* 

λ,z/z λ,z/Sz 

 
q0 q1 q2 

����� � 	
��� ���� 

������ �
���� 
� 
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Q  .6���� ��2 -0�T $� �� ��\
 2���� � ���45� [&:  

Σ .6���� ��/I0� $� �� ��\
 2���� � ���45� [& :  

Γ .#�� � ����� 	��� �
	 �( �� &�2 ?/4� $� �� ��\
 2���� � ���45� [& :  

δ  : #�� � b&�A� �&$ �	�Z �( �(�� �2 �� -�� N�O��� �(��� � ���45� :  

δ : Q * Γ→Q * Γ*  {R,L} 

q0  ϵ Q .-�� 6���� X
�� -0�T � +��2# '�3� :  

□ϵ Γ .-�� 	��� 0�K � ���K [& � +��2# '�3� :  

F ϵ Q .-�� 6���� ��&�9 ��2 -0�T � ���45� :  

: M��� � h�� ��&	�� ��2 6���� �]�� 	# :��%�Σ⊂Γ-{□} 

 -0�T �P �( 	��� �
	 ?/4� [& ��$� �( 6���� $� -0�T [& �� ��� � '��( ��&	�� 6���� [& 	# N�O��� �(�� �2

 �P 	# 
 ��� 6&�:&�, 	��� �
	 �	 ;/4� �P 
 +�� ?O��� ��:&# �( ����� � -��T -�,. ��� -��T ��,

)-��	R )uP �& 
 (L.���( (  

 ����� A(�� ����� � ��&	�� 6���� [&	# N�O��� �(�� [&δ(qi,a)=(qj,x,R)   �@� �� -�� '8 �A� �( �(�� 6&� ��

 -0�T	# 6����qi  ?/4� 
 +#�(a  -0�T �( ���/( �	 �#
	
 � ���	 $�qj  
 ���	x  6&�:&�, �	a  -4� �( �2 
 +#�4�

 d�� �(�� �	�Z 6&� 	# �� #�� +#�I��� -�AD
 a��@ $� '��� � ��� ��&	�� ��2 6���� <&�4� ���(. ��� -��T

: #��  � +#�# <&�4� �&$ �	�Z �(

  

a b c 

qi 

x b c 

qj 

a/x,R 

 qj qi 
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(N�]�

L={a bn | n�0}n

�+��!�F� E"*�6+

>9 �A& ��� � �$�� +#��9 �	 D�&	 �(��� �� -�� :�&	�� T��� L��/��.� ��&	�� 6���� T��� $� 	�)�� 

	#.��� ��0�� ,
�K '���� �( �	 .�.Z #�� �&�( ��� -��&	# �#
	
 '���� �( �	 �#�� 6���� �@� T��� $� 

[& �%�&� ���( �]� .#�� � c!3� 
 #��@ � 	��S 	��� �
	 �� &�2 [& #��A� �( #�� �2 ��&	�� ��2 6���� 

.M�2# � 	��S 	��� �
	 �	 111 �0�/�#
 ��� -��&	# �	 3 #�� ��&	�� 6����

y/y,L 

a/a,L

q0 q1

y/y,R 

a/a,R 
a/x,R b/y,L

q3

q4

x/x,R
y/y,R

y/y,R

Ƒ/Ƒ,R

Ƒ/Ƒ,R

q2

$� �IZ ?/4� [& �( #�� 
# 6&� L��&	�� 6���� �( #�� 
# '#�# ���( ( f(x,y)) ����( �����	�9 
# D�&	 �(��� �@� 

.#�( �2��K 4 
 3 #���� #
	
 �A� �( 11101111 � �0�/�# N�]� ���(.���� � ��, M2

�	%
 _
�7 � ���"� �
 1 )��!
 �� *�� ��3 �"�T 0�3 �$ 	� *$  �C��[� \+�	�C )�%� �3
�] ��T 	�

.*+#

(N�]�

f(x,y)=x+1

q0 q1

1/1,R 1/1,L 

Ƒ/1,L

q2

Ƒ/1,R
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f(x,y)=x+y

w � ���	 $� ���F9 [& z �0�/�# �2 �( 
 ���3�9 [& u � �0�/�# �2 �( ���( ���	 [& � +��2# '�3� w=uvz �@� 

n w � ���	 $� ���	 �&$ [& ����� � v � �0�/�# �2.��&�@ 

.-��# �2��K ���F9 n+1 
 ���3�9 n+1 L���(

N�� ��	�# ���	 [& �@� ���F9 
 ���3�9 6��A� 	#.���(

w=abc

�2 ���3�9 � ���45� ={Ȝ,a,ab,abc} 

�2 ���F9 � ���45� ={Ȝ,c,bc,abc} 

�2 ���	�&$ � ���45� ={Ȝ,a,b,c,ab,bc,abc}

q3

Ƒ/Ƒ,R
q4

1/1,R 1/1,R 1/1,L

1/0,L

q0 q1

0/1,R

q2

Ƒ/Ƒ,L
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