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   .مقدار نیرو در واحد سطح تنش نامیده میشود :تنش
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برخی از واحدهاي متداول براي تنش به . واحدهاي آن با واحدهاي فشار یکسان است

  :شرح زیرند
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  . و واحد طول می تواند واحدي از تنش باشد وهر ترکیبی از واحد نیر

  : انواع تنش

  . عمود بر سطح و به صورت ناشی از نیروي محوري←محوري  -1

  . بر سطح عمودو به صورت ناشی از لنگر خمشی  ←مشی خ -2

  .داخل صفحه ←ناشی از نیروي برشی  ←برشی  -3

  .صفحه داخل ←یشناشی از لنگر پیچ ←پیچشی  -4

  . این تنشها به دو دسته داخل صفحه و عمود بر صفحه نیز تقسیم می شوند

ي برشی و پیچشی داخل صفحه هستند و تنش محوري و خمشی عمود بر تنش ها -

  .صفحه می باشند

تنش ها نیز طبق قوانین جمع  ،برداریست و به همین جهت کمیتتنش نیز همانند نیرو یک 

  . برداري با هم قابل جمع هستند
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 يجبرجمع باشند با هم می توان آنها را  اگر دو بردار تنش در یک نقطه هر دو محوري

ل اما اگر یکی محوري و دیگري داخ )چون راستاي بردار آنها با هم موازي است(.نمود

  .باید از روش هاي جمع برداري استفاده نمودصفحه باشد براي جمع آنها 

  عمود بر صفحه) تنش قائم(تنش محوري  - 

این تنش ناشی از نیروهاي محوري می باشد اگر تنش ناشی از نیروي محوري فشاري 

اگر ناشی از نیروي محوري کششی باشد تنش . تنش فشاري و با علامت منفیباشد 

  . کششی و با علامت مثبت در نظر گرفته می شود

  محاسبه تنش محوري در یک میله تحت نیروي محوري 

که این نیرو ازمرکز سطح مطع ( Pتحت نیروي محوري  Aاگر در یک میله با سطح مقطع 

رض نماییم که این نیرو تنشی یکنواخت در سطح میله ایجاد باشد می توانیم ف) عبور میکند

  .زیر قابل محاسبه می باشد ءمی کند و در نتیجه مقدار تنش از رابطه

A
F

=σ  

  
باید توجه داشت که توزیع تنش در میله عملاً به طور کامل یکنواخت نیست و قسمت هایی 

)نزدیک ترند تحت تنش بیشتري می باشنداز سطح مقطع میله که به محل اثر بار  )maxσ  که

بر اساس . گفته می شود ) Stress Concentration( به این مساله اصطلاحاً تمرکز تنش

بحث . اصل سن و نان با دور شدن از بار متمرکز ، توزیع تنش در مقطع یکنواخت میشود
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اطراف سوراخها، (در مقطع بوجود می آید تمرکز تنش در جاهایی که تغییر شکل ناگهانی 

  .وجود دارد.... و ) مقاطع باریک شده

  : ر چند نیروي محوري در طول خود باشدیثاتی تحت تقمحاسبه تنش در میله و

محاسبه ي تنش در هر براي . در این حالت مقدار تنش در نقاط مختلف میله متفاوت است

از یکی از  را مقطع آیند نیروهاي وارد بر آن میله در آن نقطه یک مقطع زده و برنقطه ي 

مجموع نیروهاي محوري وارد بر میله از یکی از دو انتها ( محاسبه میکنیمدو سمت مقطع 

از هر یک از . و ترجیحاً از انتهاي آزاد میله را تا نقطه مورد نظر با هم جمع جبري میکنیم

قادیر به دست آمده براي دوسمت مقطع اگر این کار را انجام دهیم درست است و م

. سطح مقطع میله در آن نقطه تقسیم میکنیم مقدار و به )نیروي محوري نباید متفاوت باشد

مقدار سطح مقطع میله نیز در طول میله تغییر کند، این مساله نیز باعث متغیر شدن اگر 

مجموع در این حالت نیز مقدار تنش در هر نقطه برابر . مقدار تنش در طول میله میشود

نیروهاي محوري وارد بر میله از یکی از دو انتهاي میله تا نقطه مورد نظر تقسیم بر سطح 

  . مقطع میله در همان نقطه

  از میله ي زیر؟  Dمحاسبه ي تنش محوري در نقطه ي مطلوب است  :ثالم

  به  در نقطه ي مورد نظر برش می زنیم و از سمت آزاد آن شروع

براي حل مساله نیز یک سیستم . ا بار محوري نقطه اي استاینجدر . محاسبه می کنیم

واحد را انتخاب کرده و تا انتهاي حل مساله تمام اعداد را بر حسب این سیستم واحد در 

  .نظر میگیریم و در صورت نیاز تبدیل واحد را هم انجام میدهیم

   Kg , mm: واحد
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ه و تکه سمت راست آن که به انتهاي آزاد میله منتهی میشود مقطع زد Dدر نقطه در بالا 

 Dتن اعمال شده در انتهاي سمت راست، مقطع میله در نقطه  5نیروي . را انتخاب میکنیم

نیروي . این مقطع را تحت کشش قرار میدهد Bتن در نقطه  10را تحت فشار و نیروي 

ر نظر گرفته شده و با یکدیگر کششی با علامت مثبت و نیروي فشاري با علامت منفی د

  .جمع جبري میشوند

اگر . متصل شده اند Bبه یکدیگر در نقطه  BCو  ABدو میله استوانه اي شکل : مثال

مطلوبست میلیمتر باشد،  50برابر با  BCمیلیمتر و قطر میله  30برابر با  ABقطر میله  

سمت چپ خود آزاد و از  میله در. محاسبه مقدار تنش محوري در هر یک از این دو میله

  .سمت راست خود به تکیه گاه متصل است

  
  : حل
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با توجه به اینکه انتهاي آزاد میله در سمت چپ آن قرار گرفته است بهتر است از در بالا 

 60مقدر نیروي محوري برابر  ABبراي میله . سمت چپ به راست حرکت نماییم

کیلونیوتن و به  190مقدار نیرو برابر با  BCبراي قطعه کیلونیوتن و به صورت کششی و 

بر این اساس تنش در قطعه اول کششی و در قطعه دوم فشاري . صورت فشاري است

   .است

 و نیوتن بر متر مربع برابر پاسکال  واحد نیوتن بر میلیمتر مربع همان مگاپاسکال: توجه 

  .است

ي تنش محوري در هر مقطع وري گسترده اعمال شود براي محاسبه اگر به میله بار مح* 

  . نیازمند انتگرالگیري جهت محاسبه نیروي محوري می باشیم

تحت اثر نیروي وزن خود آویزان است   نشان داده شده در شکل زیر میله  :ثالم

میله به شکل استوانه به  مطلوب است محاسبه ي تنش محوري در وسط و بالاي میله؟ 

  .س فولاد میباشدو از جن ، طول یک مترمیلیمتر 20قطر 

37850 چگالی فولاد ) وزن مخصوص( m
kgf=γ  

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  
  : حل

  .یک مقطع میزنیم یلهابتدا در وسط م

  
به مقطع وسط میله یک نیروي محوري معادل وزن میله از انتهاي میله تا وسط میله 

 وزن این قسمت برابر حاصلضرب. وارد میشود )قسمت هاشور خورده میله در شکل بالا(
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حجم میله که استوانه اي است برابر . حجم نیمه پایینی میله در وزن مخصوص آن میباشد

hrVحجم استوانه . (مساحت قاعده در ارتفاع مورد نظر میباشد 2π=(  

   Kg.m: واحد
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جا نیروی محوری کھ بھ مقطع میلھ وارد در این .را محاسبھ میکنیم  Cحال مقدار تنش در انتھای میلھ در نقطھ 

  .میشود شامل وزن تمام میلھ است
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  ) بدون بعد(ε: کرنش

را کرنش  مقدار تغییر شکل ایجاد شده در جسم در اثر نیروي وارد بر آن در واحد طول

اساس جنس آنها متغیر است و بر این میزان تغییر شکل ایجاد شده در اجسام بر  .مینامند

  .نمود اساس می توان براي هر ماده نمودارهاي تغییر تنش بر حسب کرنش را ترسیم

EL
σε =

→
→∆

=  

  ) در ابتداي وارد شدن نیرو(تغییرات تنش نسبت به کرنش خطی است  -

وم به موس(کرنش براي فولاد نرمه ساختمانی -به طور مثال در ادامه نمودار تنش -

  .ترسیم شده است) ST37فولاد 

  

 تغییر طول 
اولیه  طول  
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  . ناحیه موجود است 3در منحنی بالا 

در قسمت اول منحنی به صورت خطی می باشد و به این ناحیه، ناحیه الاستیک گفته 

   .نشان می دهیم Eدر این ناحیه را با حرف شیب منحنی . میشود

   E) ضریب ارتجاعی) (الاستیسیته(مدول یانگ 

با افزایش هر کدام از آنها (است  به صورت خطی  رابطه تنش و کرنش: اولناحیه  ویژگی

دیگري نیز به صورت خطی اضافه میشود و بالعکس با کاهش یکی از آنها دیگري نیز 

به  ،اگر پس از بارگذاري اقدام به بار برداري بنماییمدر این ناحیه ). کاهش می یابد

میزان تنش و کرنش روي همان  ،ه صفر شوداي که بار و تنش وارد بر جسم دوبار  گونه

پس از باربرداري هیچگونه اي کرنشی در . (برگشته و به مبدا مختصات می رسد خط

  )ماده ماندگار نمیشود

بین تنش و کرنش را به شکل زیر که رابطه هوك نامیده می شود رابطه در این ناحیه 

  : میتوان نوشت

Ε= .εσ  
مدول الاستیسیته یا مدول یانگ یا مدول ارتجاعی  Eاره شد در رابطه بالا همانطور که اش

  .نامیده میشود
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از این پس با ورود . در انتهاي ناحیه اول به تنش تسلیم یا تنش جاري شدن میرسیم

نمودار به ناحیه دوم دیگر تنش اضافه نمیشود و با افزایش کرنش تنش ثابت میماند و 

 رفتار پلاستیکاین ناحیه تحت نام ناحیه . م را خواهد داشتمنحنی حالت یک خط مستقی

رفتار ماده در این ناحیه همانند یک شکلاتی است که پس از اعمال نیرو و . شناخته میشود

اضافه کردن نیرو به یکباره بدون اضافه کردن نیرو شروع به کش آمدن و طویل شدن 

ماده پس از باربرداري دیگر بدون  در ناحیه دوم اگر باربرداري انجام شود،. مینماید

کرنش نخواهد بود و مسیر برگشت دیگر بر روي همان مسیر رفت منحنی نخواهد بود و 

کرنش به عقب باز  - یک خط به موازات قسمت الاستیک منحنی تنشتنشها بر روي 

پس از باربرداري بر این اساس مقداري تغییر . میگردد تا محور افقی کرنش را قطع نماید

  .کل و کرنش در جسم ماندگار میشودش

  
در اینجا باز . در انتهاي ناحیه دوم فولاد دوباره سخت شده و نمودار حالت منحنی میگیرد

این نمودار تا آنجا پیش میرود که ماده . هم با اضافه شدن کرنش تنش نیز اضافه میشود

لاد دچار پارگی به تنش و کرنش گسیختگی یا نهایی خود برسد و در انتهاي نمودار فو

  .میشود
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به طور مثال برخی مواد داراي . این نمودار براي مواد دیگر ممکن است متفاوت باشد

همانند (نمودار در آنها کم است ) الاستیک (قسمت خطی نیستند و یا طول قسمت خطی 

یا طول ناحیه پلاستیک ) همانند چدن(باشند ) پلاستیک(فاقد ناحیه دوم یا ممکن است ). بتن

  .)مانند فولادهاي با درصد کربن بالا(آنها کمتر از فولاد نرمه در بالا باشد 

موادي که داراي ناحیه پلاستیک با طول قابل توجه میباشند مواد نرم یا شکلپذیر نامیده 

موادي که فاقد ناحیه دوم بوده و یا طول این ناحیه در آنها کم است مواد ترد . میشوند

  ). چدن مانند(نامیده میشوند 

  

  

  

. کرنش چند نوع فولاد مختلف میباشد- شکل زیر نیز مقایسه اي بین منحنی تنش

فولادهایی که نمودار آنها بالاتر قرار گرفته است، آنهایی هستند که کربن بیشتري دارند و 

  .در عوض کرنش گسیختگی و ناحیه پلاستیک آنها کمتر است
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ح شکست آنها در صفحه اي است نیروي مصالح ترد در کشش ضعیفند و لذا سط : نکته

 ،بنابراین اگر یک میله چدنی تحت کشش خالص قرار گیرد. کششی در آن ماکسیمم است

بر  .در صفحه اي عمود بر امتداد بار که داراي بیشترین نیروي کششی است میشکند

لاً خلاف آنها مواد نرم یا شکلپذیر در حالت کلی در برش ضعیفند و لذا شکست آنها معمو

لذا اگر یک میله فولادي تحت تنش کشش . در جهتی است که تنش برشی ماکسیمم است

براي فولاد تنش (. درجه داراي بیشترین برش است میشکند 45قرار گیرد، در صفحه 

تسلیم برشی 
3
yF  میباشد که در آنFy  تنش تسلیم در اثر بارهاي محوري کششی یا

  .)فشاري است

  
در این درس جز در مواردي که ذکر خواهد شد فرض بر آن است که مصالح : کته مهمن

-ناحیه خطی منحنی تنش(داراي عملکرد الاستیک بوده و تنشها از محدوده الاستیک 

 .فراتر نمیروند) کرنش

ایزوتروپ و غیر از تقسیمبندي مواد ترد و شکلپذیر مواد به دو دسته : نکته

مواد ایزوتروپ موادي هستند که خواص مختلف آنها . وندارتوتروپ هم تقسیم میش

نظیر مقاومت کششی و فشاري در جهات مختلف با هم یکسان است و در صورت 
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نظیر . (تغییر در زاویه اثر نیرو تغییري در اینگونه خواص ماده حاصل نخواهد شد

لف با مواد ارتوتروپ هم موادي هستند که خواص مختلف آنها در جهات مخت). فولاد

پارچه در راستاي طولی . در این زمینه میتوان پارچه را مثال آورد. هم یکسان نیست

خود که به تار موسوم است داراي مقاومت بیشتري نسبت به راستاي عرضی خود که 

این . برخی از سنگهاي ورقه ورقه نیز داراي این خاصیت هستند .پود نام دارد است

استاي عرضی خود به موازات صفحه ورقه ها به سنگها در صورت اعمال نیرو در ر

راحتی شکسته میشوند، اما در راستاي دیگر داراي مقاومت خوبی میباشند و به 

  . راحتی قابل شکستن نیستند

. نوع دسته بندي دیگر هم ، تقسیمبندي مواد به دو دسته همگن و غیرهمگن استیک 

هستند ، اما مواد غیرهمگن در مواد همگن در نقاط مختلف خود داراي خواص مشابهی 

فولاد یک مثال براي ماده همگن و بتن یک مثال . (نقاط مختلف خواص متفاوتی دارند

  ). استماده غیرهمگن 

  : محاسبه تغییر شکل در میله ها تحت اثر بار محوري

  : میله با بار محوري و سطح مقطع ثابت

میله تنها تحت اثر یک بار محوري در حالتی که سطح مقطع میله و جنس میله ثابت بوده و 

محاسبه  و با کمک قانون هوك در انتهاي خود باشد، مقدار تغییر شکل میله از رابطه زیر

  .میگردد

AE
PE

A
P

E
l

l

..
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=∆⇒
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=

= εσ
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محاسبه تغییر شکل محوري در میله هاي با سطح مقطع ، بار محوري یا جنس متغیر در 

  :طول میله

دیگر از  ،سطح مقطع یا جنس میله در طول آن تغییر کندحوري، م رفاکتور با 3اگر یکی از 

رابطه ي بالا نمی توانیم استفاده کنیم در این حالت میله را به چند بخش کوچکتر تقسیم 

فاکتور فوق ثابت باشد و  3هر یک از این بخش هاي کوچکتر  در می کنیم به گونه اي که

محاسبه میکنیم رابطه ي بالا تغییر شکل را سپس در هر یک از این بخش ها با استفاده از 

  . و در نهایت مقادیر بدست آمده را با هم جمع می کنیم

ii

ii

EA
P

×
×

∑=∆
l  

است با  E=70 GPaآلومینیومی است و داراي مدول الاستیسیته  ABCDمیله  :ثالم

ال هر گیگاپاسک( . است mmچند  Dصرف نظر کردن از وزن میله تغییر مکان نقطه ي 

  )نیوتن بر میلیمتر مربع است 1000
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  . تقسیم شود BA , CB , DCسه تکه به میله باید 

برابر مجموع تغییر شکلهاي هر  Dمقدار تغییر شکل نقطه 

  . یک از تکه هاي مذکور است

  N , mm: واحد

mm

mm

mm

mm

D

AB

CB

DC

BACBDCD

96.1103.779.214.2

03.7
107800
175010225

79.2
107800
125010125

14.2
107500
15001050

4

3

4

3

4

3

=++=

=
××
××

=

=
××
××

=

=
××
××

=

++=

δ

δ

δ

δ

δδδδ

   

برابر است با مجموع اعمال میشود در روابط بالا مقدار نیروي محوري که به هر قطعه 

به طور مثال براي . نیروهاي محوري وارد بر میله از سمت انتهاي میله تا ابتداي آن قطعه

کیلونیوتن در نظر گرفته میشود و بقیه نیروها از جمله نیروي  50تنها  نیروي  CDتکه 

اب در انتهاي این قطعه در نیروي محوري این قطعه به حس  Cکیلونیوتنی که به نقطه  75

  .اثر میکند Cنمی آیند و این نیرو بر قطعات بالاتر از نقطه 

  . مقادیر مثبت تغییر طول نشانگر افزایش طول و مقادیر منفی نشانگر کاهش طول است* 

  ؟ Cمثال قبل مطلوبست محاسبه ي تغییر شکل در نقطه ي  در: ثالم

 BAو  CBقطعات برابر مجموع تغییر مکان  Cدر این حالت مقدار تغییر مکان نقطه 

تغییر مکان هر نقطه از میله مجموع تغییر مکان قطعاتی است که بین آن نقطه تا (. میباشد

  .)محل تکیه گاه میله قرار میگیرند

mmBACBC 82.903.779.2 =+=+= δδδ  
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محاسبه ي تغییر شکل میله ها در حالتی که بار محوري به صورت گسترده در طول میله 

  . شود لعماا

  : د از انتگرال گیري به شرح زیر استفاده نموددر این حالت بای

( )
( ) ( )∫=

xExA
dxxP

.
σ  

زیر که در اثر وزن خود آویزان  حاسبه ي تغییر شکل انتهاي میله شکلمطلوبست م :ثالم

  .است

   

مقدار بار محوري برابر است با میله از پایین  xدر مقطعی دلخواه از میله به فاصله ي 

  . انتهاي آزاد تا مقطع مورد نظروزن قسمت پایین میله از 

                                                                                          
( ) ( ) )..(. xAxAxP γγ ==  

EEE
xdx

E
xdx

EA
xA

lll

2
0

22
.

.
.. 22

00

2

0

ll γγγγγ
σ =−=








=== ∫∫  

  . تکیه گاهکه خیز محاسبه می شود تا است ه اي طنق زا. حدود انتگرال گیري* 

مساوي است نیروي وارد به هر فنر چه قدر  فنر ی هر سهدر شکل رو به رو سخت: ثالم

  است؟ 
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  . وجود ندارد داخلیجسمی که در آن تغییر شکل  :صلبجسم 

ایین حرکت پ سمتبار جسم به طور مستقیم به  اعمالچون شکل متقارن است در اثر 

چون سختی تمام فنر ها با هم برابر است و مقدار  .ایجاد نمی شود میکند و در آن دورانی

تغییر طول آنها نیز یکسان است، پس نیروي ایجاد شده در هر سه فنر نیز یکسان و برابر 

F میباشد.  

  

  

  

  

3
030 PFpfFy =→=−→=∑  

  . است Pنیروي هر کدام از فنرها یک سوم نیروي 

  : اگر به جاي فنرها میله قرار می دادیم، آنگاه







 =⇒∆×






=⇒=∆

L
EAK

L
EAP

EA
P ..
.
.l  

در واقع میله ها نیز خود به نوعی یک فنر با سختی 
L
EAK .

  .میباشند =

با جنس و سطح مقطع یکسان تحت تاثیر  3و  2و  1در شکل مقابل میله هاي  : ثالم

  چقدر است؟  از میله ها نیروهاي وارده قرار گرفته اند نیروي وارد به هر کدام
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توجه به تقارن میله صلب افقی در اثر بارهاي وارده بدون آنکه دوران نماید به  اب: حل

  . سمت پایین حرکت می کند

  
  . دو میله ي اول و آخر با هم یکی است نیروي تقارنبا توجه به همچنین 

( )
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   :)1میله 
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   ):2میله 
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=→

=→=→=+→
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توسط دو کابل با طول و مساحت یکسان ولی مدول الاستیسیته متفاوت  ABمیله  :ثالم

  افقی بماند چه قدر است؟  ABبراي آن که میله  Pنگهداري می شود، محل اثر بار 

  

  

  

 

  : را رسم می کنیم ABمیله صلب  دیاگرم آزاد
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پایین تغییر شکل داده است و تمام نقاط آن مقداري مساوي  میله به طور افقی به سمت(

  )به سمت پایین تغییر شکل داده اند

  

( )

( )2.0..0

100

22

2121

l
l

xPFxPFM

PFFPFFFy

A =⇒=−→=∑

=+⇒=−+→=∑↑
  

  . یله کمک می گیریمم واز مساوي بودن تغییر مکان د
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)1(میلھ   

)2(میلھ    
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  : اثر تغییرات دما بر روي میله ها

در صورتی که یک انتهاي آن آزاد باشد این  ،گیرد دما قرار تغییر اگر یک میله تحت تغییر

اما اگر میله در دو انتهاي خود داراي تکیه گاه  ؛تغییر دما در آن تغییر طول ایجاد می کند

باشد این دو تکیه گاه اجازه تغییر طول به میله را نمی دهند و در نتیجه در تکیه گاه ها 

   .حرارتی ایجاد می شود تنش نیز در میله ایجاد شده و به تبع آن نیرو

  

  

12 TTT
T
−=∆

∆=∆ αl  

α = ضریب انبساط حرارتی  

نیازي نیست که  ،ثابت باشدαاگر سطح مقطع میله در طول آن تغییر نماید اما مقدار : نکته

ایجاد می شود و میتوان قطع ثابت تغییر شکل میله چند تکه شود و همانند میله با سطح م

   .از همان رابطه بالا جهت محاسبه تغییر شکل استفاده کرد

ثابت  ∆Tو αدر طول میله تغییر کند، میله باید به تکه هایی با مقدار ∆Tیا αاگر مقدار 

  . راي هر تکه تغییر شکل حرارتی محاسبه و با هم جمع شودتقسیم شود و ب

∑ ∆=∆ iii T..αl  

  

  

  
  

  : محاسبه تنش حرارتی در میله اي با دو انتهاي بسته تحت اثر تغییر دما

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  

  

  

 .یکی از دو تکیه گاه را آزاد کرده و به جاي آن واکنش آن تکیه گاه را قرار می دهیم

کمک  )با توجھ بھ اینکھ متصل بھ تکیھ گاه است( Bمکان نقطه   تغییراز صفر بودن  همچنین

  . می گیریم

  

  

میله به و تغییر دماي  Rناشی از مجموع تغییر مکان هاي حاصل از نیروي  Bتغییر مکان 

  : است که این دو باید همدیگر را خنثی کنند ∆Tمیزان
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αασ
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ت آمده از رابطه بالا تنش درمیله هاي نامعین با مقطع و جنس ثابت در اثر مقدار به دس

  .تغییر دما میباشد

  :محاسبۀ واکنشهاي تکیه گاهی  در میله هاي نامعین

  ودر حالتی که دو انتهاي میله بسته باشد و تکیه گاه داشته باشیم میله نا معین مـی باشـد   

اده از معـادلات تعـادل اسـتاتیکی امکـان پـذیر      گاهی میله بـا اسـتف  محاسبۀ واکنشهاي تکیه 
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در این حالت نیز مشابه حالت محاسبۀ تنشهاي حرارتی به شرح زیر عمل مـی کنـیم   . نیست

. 

 

 

 

سـپس  . یکی از دو انتهاي میله آزاد و به جاي آن واکـنش مجهـول آن را قـرار مـی دهـیم      

  . می دهیم تغییر شکل تکیه گاه حذف شده را محاسبه و برابر صفر قرار 

  B = 0∆معادله سازگاري 

از معادله اي که به این روش بدست می آید مقدار واکـنش مجهـول تکیـه گـاه حـذف شـده       

  . محاسبه میگردد
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حـال بـا   . با محاسبۀ واکنش تکیه گاه حذف شده، تعداد مجهولات بـه یـک کـاهش مـی یابـد     

عادلـۀ اسـتاتیکی واکـنش تکیـه گـاه دیگـر نیـز بدسـت         ترسیم دیاگرام آزاد میله و نوشتن م

  .آید می

  

   b         a 
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  Aواکنش تکیه گاه  .

 می باشد مطلوبست محاسبه ي تنش∆Tدر میله شکل زیر که تحت اثر تغییر دماي  :ثالم
   .ماکسیمم

   

  

  

  کنیم را آزاد می Bتکیه گاه 

 

                                                             0=∆B     معادله سازگاري 

0=∆+∆+∆=∆ tCABCB 

  تغییر شکل ناشی از تغییر دما
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 نیز ع تغییر کند نیروي تکیه گاهیطاگر سطح مق ت آمده در بالامطابق رابطه به دس *

  . عوض می شود

 .است که سطح مقطع حداقل باشد ماکسیممچون در میله نیرو ثابت است تنش در جایی 

  .در تکه سمت راست میله رخ می دهدماکسیمم در این جا تنش 

 RBواکنش 
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σماکسیمم شتن      

کا دارد چنانچه میله له با شرایط یکسان و مطابق شکل اتسه می صفحه صلبی بر :ثالم

  تنش در میله هاي کناري چه قدر است؟  ،گرم شود  ∆Tوسطی به اندازه 

  

  

  

  

  

همچنین با . نداپس از تغییر شکل افقی باقی می م صلبصفحه  ، با توجه به تقارن شکل

  .است یکسان کنارينیرو در دو میله  ،توجه به تقارن

  

  

  

و به همین جهت نیرویی رو به بالا به صفحه صلب  میله وسط میخواهد افزایش طول دهد

چون دو میله کناري دچار تغییر دما نشده اند، در برابر این تغییر طول . وارد میکند

مقاومت کرده و نیرویی مخالف میله وسط در آن دو ایجاد میشود که به این جهت این دو 

  .ه صفحه را به سمت پایین میکشندمیل

1212 2020 PPPPfy =⇒=−⇒=∑  

  .از تساوي تغییر شکل در سه میله کمک می گیریم
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که میله ها به صفحه وارد می کنند نیروي  است نیروهاي ترسیم شده در بالا نیروهایی

ه به میله ها بر عکس نیروهاي ترسیم شده می باشد و بر این اساس وارد از طرف صفح

  . کناري تحت کشش و میله ي وسطی تحت فشار است میلهدو 

نگهداري شده  DN , BCتوسط میله هاي مشابه  HDدر شکل مقابل میله صلب  :مثال

 Hعکس العمل تکیه گاه افزایش یابد  ∆Tبه اندازه  BCاگر درجه حرارت میله . است

  چه قدر است؟ 

  

یکنارھای  میلھ  

وسطی  میلھ  
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را به سمت  HDتحت گرما قرار می گیرد تمایل دارد که میله صلب  BCون میله چ: حل

تحت  BCدر برابر آن مقاومت می کند و در نتیجه میله  HDکه میله  راست حرکت دهد

صورت به  HDمیله BCدر اثر تغییر دماي ایجاد شده در . فشار قرار می گیرد

تحت  DNو در نتیجه میله .به سمت راست می رود Dکند و نقطه  دوران میاعتگرد سپاد

  . فشار قرار می گیرد

  
  .خواهد بود DNنصف تغییر شکل میله  BCطبق تشابه مقدار تغییر شکل میله 

2
1

2
δ

δ =  

 به F1که (فرض نماییم  F2را  BCونیروي میله  F1را  DNهمچنین اگر نیروي میله 

  :خواهیم داشت )به سمت چپ است F2سمت چپ و 

1221 2020 FFFFM H =→=×+×−→=∑ ll   

  :خواهیم داشت DNمیله حال براي 

AE
F

EA
F ll 1

1
1

1 .
=⇒

−
=− δδ  

  . علامت منفی وارد شود ول داده است تغییر طول آن باید باش طکاه DNچون میله 

  :نیز خواهیم داشت BCبراي میله 
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LFT 1
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..2 −∆+=⇒ αδ l  

که فشار است تمایل به  F1تغییر دما تمایل به افزایش طول آن دارد و نیروي  BCدر میله 

تغییر دما با علامت مثبت و تغییر شکل ؛ پس تغییر شکل ناشی از کاهش طول میله دارد

ن چون تغییر طول این میله به همچنی. ناشی از نیروي میله با علامت منفی وارد میشود

  . صورت افزایش طول است با علامت مثبت وارد میشود
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. را نیز به دست آورد Hحال با به دست آمدن نیرو در دو میله میتوان واکنش تکیه گاه 

ل با نوستن رابطه تعاد باشد، Hxبرابر  Hاگر فرض کنیم که مقدار واکنش افقی تکیه گاه 

  :در راستاي افقی خواهیم داشت

TAEHFH

FFHFFHF

xx

xxx

∆
−

=→−=→

=−+→=−+→=∑

.
5
2

0200

1

1112

α
  

به سمت  Hبا توجه به منفی بودن نتیجه مقدار نیروي به دست آمده براي واکنش تکیه گاه 

  ). خلاف جهت هم میباشند F2و  F1توجه گردد که دو نیروي . (چپ خواهد بود

  :تنش در میله هاي  شکل رو به رو به شرح زیر است: مثال

MPa100,0 312 === σσσ  
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درجه سانتیگراد افزایش می یابد ، تنش در هر میله بر حسب  20درجه حرارت سه میله 

  مگاپاسکال چقدر است؟

MPaE 56 102,1011 ×=×= −α  

  
میله شماره یک میتواند بدون مزاحمت تغییر شکل دهد و در نتیجه از بین سه میله ، : حل

از  .مگابایت قبلی است 100تنش در میله همان تنش  تنش حرارتی در آن ایجاد نمیگردد و

طرف دیگر مطابق شکل زیر براي آنکه رابطه تعادل در راستاي افقی برقرار باشد، لازم 

وقتی که این میله بدون تنش و نیرو باشد عملاً . نیز صفر باشد 2تنش در میله است که 

شکل نخواهد داشت و این میله  نیز مزاحمتی براي تغییر 3در نتیجه میله . قابل حذف است

  .مگاپاسکال خواهد بود 100نیز فاقد تنش حرارتی خواهد بود و تنش در آن همان 

  
سانتیمتر مربع و مدول الاستیسیته آن  AB  ،1.50سطح مقطع کابل : مثال

24 /1010 cmkg× چنانچه تغییر طول آن  میلیمتر باشد، نیروي . میباشدP چقدر است؟  

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  

با نوشتن معادله تعادل لنگر حول نقطه . دیاگرام آزاد میله سمت چپ را رسم میکنیم: حل

C  مقدار نیرو در کابلAB  بر حسب نیرويP محاسبه میشود. 
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نیرو در این کابل و بر اساس آن  ABحال با توجه به موجود بودن تغییر شکل در کابل 

  .محاسبه میشود Pنیروي 

kgP

Pcm
EA
LP

150
10105.1

15033.12.0
.
.

4

=⇒
××

×
=⇒=δ  

میله اي تحت اثر وزن خود بر روي فنري به سختی 
L

AE.2اگر سختی محوري . قرار دارد

  باشد ، مقدار فشردگی فنر چقدر است؟ Wو وزن آن  E.Aمیله 
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بر این . شده است فرض میکنیم که در فنر و میله ایجاد δیک تغییر شکل به مقدار : حل

اساس نیروي ایجاد شده در فنر به مقدار حاصلضرب سختی فنر در این تغییر شکل به 

بر اساس این نیروي فنر و همچنین وزن میله دوباره مقدار تغییر شکل حال . دست می آید

محاسبه  δد مقدار در این فرآین. مساوي قرار میدهیم δمیله را محاسبه کرده و با مقدار 

باید توجه کرد که چون بخشی از بار وارد بر میله وزن آن است که بار  .خواهد شد

گسترده است براي محاسبه تغییر شکل میله ناشی از این بار گسترده مجبور به استفاده 

از انتهاي  xاصله براي محاسبه تغییر شکل ناشی از وزن میله به ف .از انتگرالگیري هستیم

بار وارد بر آن مقطع از میله برابر وزن تکه آویزان میله در قسمت . میله یک مقطع میزنیم

پایین مقطع خواهد بود که برابر 
L

Wx به این نکته هم توجه گردد که نیروي فنر  .خواهد بود

  . یشودبه صورت فشاري و وزن میله به صورت کششی به میله اعمال م
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جنس  .مطابق شکل میباشند A2و  A1سه میله نشان داده شده داراي سطح مقطع : مثال

در صورتیکه نیروي داخلی و طول هر سه میله یکسان باشد، . هر سه میله یکی است

نسبت 
1

2

A
A

  چقدر خواهد بود؟ 

  
ل و بارگذاري در اثر بار وارده نقطه تلاقی سه میله با توجه به تقارن موجود در شک: حل

و میله  به صورت عمودي بدون جابه جایی جانبی به سمت پایین حرکت خواهد کرد

با توجه به تقارن همچنین میتوان گفت که . عمودي مستقیماً به سمت پایین حرکت میکند

ر دو میله مایل در واقع این تغییر شکل د. تغییر شکل دو میله مایل نیز با هم برابر است

تغییر شکل دو میله مایل (تصویر تغییر شکل میله عمودي بر راستاي این دو میله است 

  ). کمتر از میله عمودي است
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321در شکل رو به رو جنس میله ها یکی است و : مثال AAA  Pزیر اثر نیروي قائم .  >>

  در چه جهتی است؟ Oحرکت نقطه 
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با نوشتن . فرض میکنیم F3و  F2و  F1را به ترتیب برابر  3و  و  1نیروي سه میله : حل

  :معادله تعادل در راستاي افقی خواهیم داشت

3131 sinsin FFaFaF =⇒= 

  حال مقدار تغییر شکل هر یک از دو میله مایل را محاسبه میکنیم

31
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باید به سمت راست  oاست ، پس تغییر شکل نقطه  3بیش از میله  1شکل میله چون تغییر 

  باشد تا این امر امکانپذیر شود

که  d، قطر انتهاي دیگر آن  D، قطر ابتداي آن  Lتعییر طول یک میله به طول : مثال

  قرار گرفته است چقدر است؟ Pتحت یک نیروي محوري 

از  Yبه فاصله  .ز روش انتگرالگیري کمک بگیریمچون مقطع میله متغیر است، باید ا: حل

  . انتهاي میله یک مقطع میزنیم
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 )ν: (ضریب پواسون

تحت یک نیرو قرار میگیرد، این نیرو )  Xمثلاً (وقتی که یک جسم در یک راستاي خاص 

اما علاوه بر این راستا معمولاً در راستاي . سم در این راستا میشودبا عث تغییر طول ج

قدار نسبت کرنش ایجاد شده در راستاي جانبی م. جانبی نیز این تغییر بعد ایجاد میگردد

با ضربدر منفی یک ، ) همراستا با جهت نیرو(به کرنش ایجاد شده در راستاي طولی 

این مقدار به صورت تئوریک بین . شودضریبی به نام ضریب پواسون نمایش داده می

منهاي یک تا مثبت نیم متغیر است؛ اما عملاً محدوده تغییرات ضریب پواسون در محدوده 

معمولاً وقتی نیروي محوري کششی باشد، در راستاي طولی افزایش . (میباشد 0.5تا  0

واسون براي اگر مقدار ضریب پ. )بعد و در راستاي جانبی کاهش بعد را داریم و بالعکس

یک ماده برابر صفر باشد، مفهوم آن اینست که در اثر اعمال بار در راستاي جانبی هیچ 

باشد، مفهوم آن اینست  0.5اگر مقدار این ضریب برابر . کرنشی در ماده ایجاد نمیگردد

که در اثر اعمال بار مقدار تغییر حجم ایجاد شده در ماده در اثر کرنش راستاي محوري 

تغییر حجم در راستاي مخالف آن در اثر کرنشهاي جانبی خنثی شده و عملاً  با مقدار

ضریب پواسون برابر (حالت اول . حجم ماده همیشه در اثر اعمال بار مقداري ثابت است

به طور مثال وقتی پیش می آید که یک ماده در داخل یک ظرف با جداره هاي  ) 0.5عدد 

جلوي تغییر بعد  تحت فشار قرار گیرد که جداره هاو در این حالت  صلب قرار گرفته باشد

در این زمینه میتوان به چوب پنبه به عنوان یک ماده با ضریب  .را خواهد گرفت جانبی آن

ضریب پواسون نیم هم در مورد مواد تراکم . پواسون تقریباً برابر صفر نیز اشاره نمود

  .رخ میدهد ، لاستیک یا اجسام صلبناپذیر نظیر آب
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501 .≤≤− ν  بصورت تئوریک            -  

  
5.00عملاً  ≤≤ν  

  لاستیک             چوب پنبه

  . یعنی با هر گونه بار گذاري حجم ثابت است: مواد غیر قابل تراکم*

ضریب پواسون منفی بدین معنی است که در اثر نیروي کششی در راستاي جانبی بعد *

یش می یابد و در اثر نیروي فشاري بعد جسم در راستاي جانبی کاهش می یابد جسم افزا

 صفربه این جهت ضریب پواسون در محدوده ي . عملاً چنین حالتی به ندرت رخ می دهد

  . و نیم در نظر گرفته می شود

ضریب پواسون صفر نشان دهنده آن است که در اثر اعمال بار محوري کرنش جانبی *

  . دایجاد نمی شو
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  : كوتعمیم قانون ه

  :مطابق قاون هوك داشتیم. در قسمتهاي قبل به قانون هوك اشاره شده بود

E
E σεεσ =⇒= .  

  .این رابطه با این فرض بود که مقدار ضریب پواسون صفر باشد

                          ν=0فرض  

اشد، قانون هوك براي محاسبه کرنشها در راستاهاي در حالتیکه ضریب پواسون صفر نب

  :مختلف به شکل روابط زیر در خواهد آمد

( )[ ]zyxx E
σσνσε +−=

1  

( )[ ]

( )[ ]yxzz

zxyy

E

E

σσνσε

σσνσε

+−=

+−=

1

1

  

  

  :انبساط حجمی

مقدار نسبت تغییر حجم یک ماده به حجم اولیه آن ضریب انبساط حجمی یا کرنش  

اده میشود و مقدار آن از روابط زیر قابل نمایش د eحجمی آن ماده نامیده میشود و با 

  :محاسبه است

( ) ( )zyxE
e

V
Ve

σσσν
++

−
=

∆
=

21
  

چون تغییر حجم به  .مقدار کرنش حجمی همیشه برابر صفر استدر مواد تراکم ناپذیر *

 . ازاي نیروهاي وارده ندارند
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  e=0: مواد تراکم ناپذیر

  

   :کرنش برشی

  . تحت اثر نیروهاي برشی در نظر بگیریدانی را همانند شکل الم

ن به شکل ابا یکدیگر تغییر می کند و المدر اثر اعمال این نیروهاي برشی زوایاي اضلاع 

  . متوازي الاضلاع در می آید

  
  . میزان تغییر زاویه ایجاد شده در هر یک از رئوس کرنش برشی نامیده می شود

  : زیر با هم می باشند تنش برشی و کرنش برشی نیز داراي رابطه ي

γ.G=l       تنش برشی  

  کرنش برشی              مدول برشی                      

  : مدول برشی و مدول یانگ نیز داراي رابطه ي زیر با هم هستند

  

  

  . گ کمتر استنمدول برشی همیشه از مدول یا* 

( ) 2312
EGEEG ≤≤→

+
=

ν
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 Cmچند  AB ریر قطیوري قرار گرفته است تغورقی مطابق شکل تحت تنش تک مح :ثالم

  است؟ 

        = 0.3  ν       36102 cmkgE   براي فولاد            =×/

  
 

مربع نشان داده شده در شکل در اثر اعمال تنش کششی در راستاي افقی، در این راستا 

همانند شکل (خلاف آن در راستاي جانبی دچار کاهش بعد میشود دچار افزایش بعد و بر 

  ).زیر

فرض میکنیم که مربع بعد از تغییر شکل 

  .نمایش داده شود ’A’B’C’Dبا 

قطر ابتدا  ABبراي محاسبه تغییر قطر 

را ) ’A’B(آن پس از تغییر شکل 

کم ) AB(محاسبه و از طول قطر اولیه 

  .میکنیم

22 DBDABA ′′+′′=′′  
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               :ABتغییر قطر

071.72555 22 ==+=
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zσ مقدار آن صفر است براي ما مهم نیست در این جا.  
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  : روش دوم

=+→ دیفرانسیل می گیریم 222 BDADAB  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) 4

5

4

1047.2
071.72

0035.0

00015.01035

105
00015.0,0005.0

0035.000015.0520005.05207.72
222

−

−

−

×=
×

=



















=×−×=×=

×=×=

−==

=−××+××=××

+=

ABd

ADBDd

ADADd
BDdADd

dAB
BDdBDADdADABdAB

y

x

ε

ε

  

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  .استفاده از روش دوم براي حل اینگونه مسایل نسبت به روش اول در ارجحیت است*

تحت اثر تنش هاي  cm 1و ضخامت  Cm2 150یک ورق فولادي به مساحت  :ثالم

  mm2مقدار تغییر مساحت ورق بر حسب . گرفته است یکنواختی مطابق شکل قرار

 قدر است؟ چ

0200400

13.0200

22 ===

===

Zyx mm
N

mm
N

CmAGPaE

σσσ

ν
  

  
در اثر تنشهاي وارده بعد افقی ورق زیاد شده و در عوض از بعد عمودي آن کاسته : حل

و بعد ثانویه ورق در دو راستاي افقی و  bو  aاگر بعد افقی و عمودي اولیه آن را . میشود

  :در نظر بگیریم خواهیم داشت ’bو  ’aعمودي برابر 
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قرار گرفته است میزان تغییر حجم آن  Pمیله اي مطابق شکل تحت نیروي کششی  :الثم

  ) ر شودظاز وزن میله صرف ن(تحت بار وارده چه قدر است؟ 

  
  : حل
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12انی زیر اثر تنش هاي اصلی الم: ثالم 2σσ چند 3σتنش اصلی . قرار گرفته است=

  .ضریب پواسون برابر یک سوم استن صفر شود؟ اباشد تا تغییر حجم الم 1σبرابر 

) عمود بر سطح(منظور از تنش اصلی حالتی است که به المان تنها تنشهاي محوري : حل

 X تنش اصلی جهت یک را در راستاي. وارد میشود و به المان تنش برشی اعمال نمیگردد

  .فرض میکنیم Zو  Yرا نیز به ترتیب در جهات  3و  2و تنشهاي اصلی جهات 
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ساخته شده از مصالحی با ضریب  mm 10اگر میله اي با مقطع دایره به قطر  :ثالم

 2تحت تاثیر نیروي کششی برابر  G=80GPaو مدول برشی  E=200 GPaارتجاعی 

KN اهش قطر آن بر حسب قرار گیرد میزان کmm  چه قدر است؟  
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  .فرض میکنیم YZو مقطع میله را در صفحه  Xراستاي طولی میله را در جهت : حل

( ) ( )
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  ( )[ ] [ ] 5
3 101834625250010200

11 −×−=×−=
×

=+−= ...yxzz E
σσνσε  

45 کاهش قطر  1018.31018.310 −− ×−=×−×=zd  

قرار  m2 0.01 در داخل استوانه فولادي صلب با سطح مقطع Aسیلندر لاستیکی : مثال

باشد فشار موجود بین سیلندر  P= 10 KNاگر نیروي وارده بر سیلندر لاستیکی  .دارد

  .است 0.45مقدار ضریب پواسون برابر لاستیکی و استوانه فولادي چقدر است؟ 

  

  

. فرض میکنیم Yجهت اعمال بار را جهت : حل

برابر صفر است و  Zو  Xمقدار کرنش نیز در دو جهت به علت جداره هاي صلب استوانه 

صفر  Zو  Xبراي آنکه کرنش در جهات . است که کرنش وجود دارد Yتنها در جهت 

شود لازم است که فشاري از سمت جداره بر جسم در این دو جهت اعمال گردد که بر این 

  . اساس مقداري تنش در هر سه جهت مخالف صفر وجود خواهد داشت

0
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45.010

≠==

=≠
==

zxy

zxy

KNP

σσσ

εε
ν

  

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

( )
MPa

mm
N

mm
N

m
N

A
P

yy 11
10

10101
01/0

10000
223

6
2

6 −=−=−=×−=
−

== σσ

  

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] 2(45.045.00145.011

1(45.045.00145.011

−=−→=+−−=+−=

=−→=+−−=+−=

xzzzyxzz

zxzxzyxx

EE

EE

σσσσσσνσε

σσσσσσνσε
  

  : در دستگاه قرار می دهیم
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  : نتایج زیر ثبت شده است 1در آزمایش شکل : ثالم

  

  

3.0
4
40

=
=
=

ν
δ
σ

mm
MPa

  

مقدار  .بت کرده ایمرا ث rad05.0=γ،براي نیروي جانبی وارده 2در آزمایش شکل 

τدر هر دو حالت  ؟نظیر آن چه قدر است

  .بعد جسم در راستاي عمودي یک متر است

  

  

γ  

δ  

p 
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  . دست می آید هب Eمقدار  1از آزمایش 
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   :برابر میشود با Eپس
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 *γ حتماً باید بر حسب رادیان باشد .  

  تنشهاي وارد بر صفحات مایل در بارگذاري محوري

اگر میله اي مطابق شکل زیر تحت کشش محوري باشد، در آن صورت در مقطعی از این 

  .میسازد، تنشها به صورت روابط داده شده خواهند بود θمیله که با سطح افق زاویه 

  
یک محور به موازات سطح مایل و یک : فحه مایل دو محور جدید معرفی میکنیمدر ص

  محور دیگر عمود بر سطح مایل

  بدون واحد
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را بر روي این دو محور جدید تصویر کرده و مولفه آن را بر روي  Pسپس نیرو محوري 

مولفه موازي با سطح مایل ایجاد تنش برشی و مولفه عمود . این دو محور محاسبه میکنیم

  .مایل ایجاد تنش عمودي در صفحه مایل میکند بر سطح

  
توجه شود که مقدار سطح مقطه در سطح مایل هم بیشتر از سطح مقطع میله در حالت 

  .در رابطه بالا نمایش دهنده مقدار سطح مقطع در صفحه مایل است ’A. عادي است

ر به ایجاد به این ترتیب همانطور که در روابط بالا هم دیده میشود نیروي محوري قاد

مقدار ماکسیمم این تنش در صفحه اي با زاویه . تنش برشی هم در صفحات مایل میباشد

درجه با راستاي طولی میله خواهد بود که به شرح رابطه زیر مقدار تنش برشی  45

  :ماکسیمم برابر نصف تنش محوري خواهد بود

 
A

P
A
P

2
45cos.45sinmax ==τ  

  تانسور تنش

) قسمت بسیار کوچکی از یک جسم را المان مینامند(از یک جسم اگر المانی مکعبی شکل 

که تحت اثر یکسري نیروهاست را جدا کنیم، در آن تنشهایی به صورت شکل داده شده 

. به هر یک از وجوه مکعب دو تنش برشی و یک تنش عمودي وارد میشود .بوجود می آید

اندیس اول مشخص کننده جهت در نامگذاري این تنشها از دو اندیس استفاده میشود که 
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بردار نرمال صفحه اي از مکعب است که تحت تنش است و اندیس دوم نشاندهنده 

  .راستاي بردار تنش است

  
تنشهاي موجود بر روي المان مکعبی را به صورت ماتریسی نشان دهیم، ماتریس اگر 

  .حاصل را تانسور تنش می نامیم

  

  

]تانسور تنش  ] ←
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  :ثابت میشود که 

zxxz

zyyz

xyyx

ττ

ττ

ττ

=

=

=
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  .و بر این اساس ماتریس تانسور تنش تبدیل به یک ماتریس متقارن میگردد

  :از خواص این ماتریس میتوان به موارد زیر اشاره نمود

مجموع عناصر روي قطر ماتریس عددي ثابت است و با چرخش المان در آن  -1

 تغییري ایجاد نمیگردد

س فوق نیز عددي ثابت است و با چرخش المان تغییري در آن دترمینان ماتری -2

 . ایجاد نمیگردد

3-  
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 یشمتنش هاي خ

این تنشها از  .ی در جسم می باشدشمتنش هاي ناشی از اعمال لنگر ختنشهاي خمشی ، 

در هر دو حالت رفتار الاستیک و پلاستیک مقطع  جنس تنشهاي عمود بر سطح میباشند و

مگر در  ؛در اینجا بحث بیشتر در حالت رفتار الاستیک ماده است. میباشندقابل تعریف 

  .مواردي که مستیماً ذکر خواهد شد

  : توزیع تنش هاي خمشی در مقطع با فرض رفتار الاستیک ماده

در حالت الاستیک توزیع تنش در مقطع به صورت خطی می باشد و در محور خنثی تنش 

نثی به صورت خطی افزایش می یابد صفر است و این تنش با دور شدن از محور خ

  .تنش هاي کششی و فشاري در دورترین نقاط نسبت به محور خنثی رخ میدهد ماکسیمم

در  .محور خنثی محوري است به موازات بردار لنگر که از مرکز ثقل مقطع عبور می کند

ر اکثر موارد که بردار لنگر در راستاي افقی مقطع است، محور خنثی هم افقی است و د

حتی ممکن است در .( برخی موارد هم که لنگر عمودي است محور خنثی هم عمودي است

   )مورد بردارهاي لنگر مایل این محور به صورت مایل نیز باشد
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مقدار تنش در هر نقطه دلخواه از مقطع بستگی به فاصله آن نقطه از محور خنثی دارد و 

فاصله نقطه مورد نظر تا محور خنثی  yدر این رابطه . از رابطه زیر قابل محاسبه است

  .میباشد

 تنش در نقطه دلخواه از مقطع 
NA

A I
yM.

=σ  

مقادیر ماکسیمم تنش خمشی فشاري وکششی در دورترین نقاط تا محور خنثی رخ 

اینکه مقدار ماکسیمم . این دو مقدار بر اساس دو رابطه زیر قابل محاسبه است. میدهد

. جهت بردار لنگر دارددر بالا یا پایین مقطع رخ میدهد، بستگی به ي کششی و فشارتنش 

براي لنگرهاي ساعتگرد قسمت بالا تحت فشار و قسمت پایین تحت کشش قرار میگیرد و 
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بالعکس در مورد لنگر پادساعتگرد قسمت پایین تحت فشار و قسمت بالا تحت کشش قرار 

  . میگیرد

 سیمم فشاري کتنش ما
NA

P
MAXP I

CM.
=σ  

 تنش ماکسیمم کششی
NA

T
T I

CM.
max =σ  

CP  وCT  فاصله دورترین نقاط مقطع از تار خنثی به ترتیب در وجه فشاري و کششی

  . مقطع است

  : شکل را از راستاي طولی نگاه می کنیم

  
  نمودار توزیع کرنش در مقطع 

  طاعی از دایرهشکل به صورت ق

همانطور که در شکل نیز دیده میشود در اثر لنگر خمشی وارد شده ، شکل مستقیم تیر 

. میگردد ρمربوط به قبل از اعمال خمش تبدیل به قطاع کوچکی از یک دایره به شعاع 

هایی از و قسمت) کرنش منفی(قسمتهایی از مقطع که تحت فشار هستند، دچار کاهش طول 

در محور . میشود) کرنش مثبت(مقطع که تحت تنشهاي کششی است، دچار افزایش طول 

  . خنثی هم تغییر طولی به وجود نمی آید و مقدار کرنش صفر خواهد بود

  :محاسبه کرنش در نقاط مختلف مقطع
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رنش متناسب با شعاع دایره و فاصله تا محور ک مقدار: ی ببندیماگر در هر نقطه تناسب

  . رابطه زیر قابل محاسبه است می شود و از  )y( ثیخن

ρ
ε

y
=  

ρ :      شعاع دایره  

  

EI
M

cc

c
y

c
y

===

=

=

2

2

1

1

2

1
1

1 εε
ρ

ε

εε

  

1ε  2وε که در  ندمیباشمقادیر کرنش متناظر با به ترتیب بالاترین و پایینترین نقطه مقطع

  .هستندواقع مقادیر ماکسیمم کرنشهاي کششی و فشاري هم 

با نوشتن دوباره رابطه محاسبه تنش خمشی در نقاط بالا و پایین مقطع میتوانیم 

اساس مقطع هم نسبت . را نیز تعریف نماییم» اساس مقطع«یک مفهوم جدید تحت عنوان 

  .است به بالاي مقطع و هم نسبت به پایین مقطع قابل تعریف

TOP: نسبت به بالاي مقطعاساس مقطع 
TOP

NA

NA

TOP
TOP S

c
I

I
CM

=→=
.

maxσ  
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BOT: نسبت به پایین مقطعاساس مقطع 
BOT

NA

NA

BOT
BOT S

C
I

I
CM

=→=
.

maxσ  

BOT
BOT

TOP
TOP S

M
S
M

== maxmax σσ  

به ترتیب فاصله دورترین نقاط تا محور خنثی در پایین و  TOPCو  BOTCدر روابط بالا 

  .لاي مقطع میباشندبا

ی از وسط مقطع عبور کرده و مقادیر نثاگر مقاطع حول محور ختثی متقارن باشد محور خ

BOTC  وTOPC با هم برابر می شوند .  

  x           STOP=SBOT= Sx                                    محور اساس مقطع حول

ر نگبر اساس آن قوت یا ضعف مقطع در برابر ل یک مفهوم است که: طعاساس مق* 

هر چه قدر اساس مقطع بیشتر باشد در برابر یک لنگر خمشی . خمشی مشخص می شود

  . کمتري ایجاد می شود خمشی ثابت تنش هاي

  : خمش چند محوره

ه تنش براي محاسب ،لنگر خمشی حول دو محور متفاوت از مقطع باشد واگر مقطع تحت د

نه اتنش هاي ناشی از هر یک از این لنگر هاي خمشی را جداگ ،در هر نقطه دلخواه از مقطع

  . ي می کنیممحاسبه و با هم جمع جبر

  

  

  

  

  ساعتگرد  جهت مثبت پاد ،نمایش بردار لنگر→→
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y

y

x

x
Z I

xM
I

yM ..
±=σ  

، معادله ) Zσ=0(ع بر حسب رابطه بالا را برابر صفر قرار دهیم مقدار تنش در مقط اگر

با توجه به آنکه در (. محور خنثاي مقطع که مطمئناً یک خط مایل است محاسبه میگردد

صفر قرار دهیم معادله محور خنثی را برابر Zσاگر مقدار  ،صفر است تنش یمحور خنث

  ). ی به صورت مایل به دست می آیدپس محور خنث. می آیدبدست 

0=±← bxay معادله خط مورب  

با توجه به فشاري یا کششی بودن تنش مورد استفاده  –یا + لا علامت ابرابطه ي در 

 –مت و براي تنش هاي فشاري از علا+ قرار می گیرد و براي تنش هاي کششی از علامت 

  .ماستفاده می کنی

  : بارهاي خارج از محور

اگر به مقطع یک جسم در نقطه اي غیر از مرکز ثفل آن یک بار محوري وارد شود 

آن بار محوري را به همراه لنگر خمشی ناشی از  ،براي محاسبه ي تنش ها در این مقطع

حال . می کنیممنتقل برون از محوریت بار نسبت به مرکز ثقل جسم به مرکز ثقل مقطع 

در هر براي محاسبه تنش  .محوري و هم تحت تنش خمشی می باشدتحت تنش  مقطع هم

 . ه محاسبه و با هم جمع بسته میشونداناین تنش ها به صورت جداگ ،نقطه دلخواه از مقطع
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y

y

x

x

I
xM

I
yM

A
P

±±=
.

σ 

P : بار محوري  

A: مقطع  سطح  

  

A : محل اعمال نیروي محوريP   

xyyx ePMePM .,. == 

به ترتیب مقدار برون از مرکزیت بار نسبت به مرکز سطح مقطع در  eyو  exبطه بالا در را

  .میباشد yو  xراستاهاي 

یک جنس و با یک سطح مقطع و با رفتار خطی می باشند  زهاي شکل زیر اتیر: ثالم

چند  Bدر تیر  ماکسیممباشد، تنش  MPa 60ر الف یخمشی درت ماکسیمماگر تنش 

MPa  82ي سراسر( است؟ (  

  
  : جواب

21
2

2max
max

1

1max
1max

2max ?60

SS
S

M
S

M
MPa

z

MAX

===

==

σσ

σσ
  

  . چون مقطع دو تیر با هم مشابه است، اساس مقطع آن نیز مساوي است

22

1

2

1 60
maxmax

max

max

max

σσ
σ

==
M
M  
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 در حالت  ماکسیممدر دو تیر محاسبه شود تنش  ماکسیممت لنگرهاي در صورتی که نسب

B نیز به دست می آید .  

  : تیر الف

∑
∑

=⇒=+−⇒=↑

=⇒=×+×−⇒=

pBBppF

PAyPaAM

yyy

yB

400600
60051520

//

///  

  . تیر ایجاد نمی کنند نیازي به محاسبه ي آنها نیست رلنگري د Bx , Axچون 

  
  : تیر ب

MPa
aP

aP
M
M

aPM
PBBPPPF

PAyaPaPaAM

yyy

yB

100
6.0

60606.0
.

.6.0
.

00

0.5.15.20

2max
2max2max

1max

2max

==→===

=

=⇒=+−−→=↑

=⇒=+×+×−→=

∑
∑

σ
σ

  

-p 
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 Aبه صورت فشاري در نقطه ي  Pدر مقطع نشان داده شده نیروي محوري : ثالم

 82(چه مقدار باشد تا تنش فشاري دو برابر تنش کششی شود؟  a. وارد می شود

  )سراسري

  
   : جواب
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با توجه به برون از مرکزیت بار نسبت به مرکز سطح مقطع یک لنگر خمشی در مقطع به 

این لنگر سمت راست مقطع را تحت . نیز علاوه بر بار محوري ایجاد میگردد P.a.aمیزان 

فشار و سمت چپ را تحت کشش قرار میدهد و تنشهاي ناشی از آن با تنش یکنواخت 

بر این اساس و با توجه به صورت سوال . ر محوري جمع میشودفشاري ناشی از با

مقدار عددي تنش در دورترین نقطه سمت راست باید دو برابر مقدار عددي متناظر با 

  .تنش دورترین نقطه سمت چپ مقطع گردد

  :مقدار تنش فشاري ماکسیمم به شرح زیر محاسبه میشود

  

( )

12

0616

12

2
)..(

2

3

3

baII

ab
P

ab
p

ab
P

ba

aaP

ab
P

I

aM

A
P

yNA

NA
P

==

≤+−=−
−

=








−
−

=








−
−

= αα
α

σ

  

  :کششی ماکسییم هم محاسبه میگرددبه همین ترتیب تنش 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

5.0
6312261

61261

61

61261

61

061.6
.

=
=⇒+−=+⇒

−−=+⇒

−
−

=⇒

−
−

=+⇒

+=⇒

≥−
−
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=

α
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αα

σ
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α
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σ

x

x
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P
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P
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P
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P

ba
P

T

p

T
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به  Lو طول  EI خمشی  تیبمیله اي به صل نلنگر خمشی لازم جهت خم کرد: ثالم

  )81سراسري (صورت دایره چه قدر است طول میله را می باشد؟ 

  

  : جواب

  
توجه به آن که این با . می باشد Lطول کمان بدست آمده برابر همان طول اولیه تیر یعنی 

  : است شعاع کمان به شکل زیر قابل محاسبهدرجه می باشد،  90کمان 

EI
M

=
ρ
1  

L
EIM

EI
M

L

LrrL

2
.

2

1

2
2

π

π

π
π

=→=

=⇒=

  

در مقطع تیري به شکل رو به رو به  C,B,Aمقادیر کرنش عمودي در نقاط : ثالم

برابر  ترتیب

333 105.1105.2105.3 −−− ×=×−=×= abc εεεاند،  محاسبه شده

چه ارتباطی با ) yلنگر حول محور x( ،My )لنگر حول محور ( Mxلنگرهاي  اندازه ي

  ) 80سراسري (هم دارند؟ 
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EIEIEIEI xy 100==  

  
و یک بار  yو  xحول محورهاي  Myو  Mxبه مقطع نمایش داده شده دو لنگر   :جواب

  .وارد میشود Pمحوري 

  

  

  

εσي هوك  رابطه .E=  

cc

bb

aa

E
E
E

εσ
εσ
εσ

.

.

.

=

=

=

  

y

y

x

x
a I

xM
I

yM
A
P .

±±=σ  

محور ها باشد، + اد ساعتگرد در راستاي پبه صورت  My ,Mxفرض می شود لنگرهاي 

به ایجاد می کند منفی تنش C  هو در نقط مثبتتنش  a,bنقاط در  Mxبر این اساس لنگر 

ست و سمت را مثبت تحت کشش و تنش C.,aسمت چپ نقاط  Myهمین شکل براي لنگر 

نیز به صورت کششی  Pبار محوري . . خواهد بود منفی تحت فشار و تنش bشامل نقطه 

  . فرض میشود که در تمام نقاط مقطع تنش مثبت ایجاد مینماید

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

3105.110.
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15 −××=++= E
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A
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aσ  

EIMM
A
IPE

I
M

I
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A
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EIMM
A
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yx
yx

b

yx

33

3

105.21015.0.105.2
10

100
15

105.11015.0.

−−

−

×−=−+⇒×−=
×

−
×

+=

×=++⇒

σ

EIMM
A
IPE

I
M

I
M

A
P

yx
yx

c
33 105.31015.0.105.3

10
100

15 −− ×=+−⇒×=
×

+
×

−=σ  

  :خواهیم داشت. دو رابطه اول و دوم را از هم کم میکنیم

EIMEIM yy
33 102.010420 −− ×=⇒×=  

  :به همین شکل اگر دو رابطه دوم و سوم را از هم کم کنیم، خواهیم داشت

EIMEIM xx
33 10201063.0 −− ×−=⇒×−=  

  :و به این ترتیب خواهیم داشت

100
102.0
1020

3

3

−=
×
×−

=
−

−

EI
EI

M
M

y

x  

  

تحت اثر وزن خود قرار ) خطی(مقابل با پهناي ثابت و ارتفاع متغیر تیر شکل : ثالم

وجود دارد؟  b.b , a.aرابطه در مورد تنش هاي حداکثر در مقاطع  چه. گرفته است

  )80سراسري (
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با توجه به اینکه تیر تنها تحت اثر وزن خود است ، بار وارد بر آن به صورت :  جواب

چون ارتفاع تیر هم به صورت خطی زیاد میشود ، . گسترده و مشابه شکل زیر است

  .ودبار هم به صورت گسترده خطی خواهد ب

  

  

  

  

بار وارد بر تیر متناسب با سطح مقطع تیر در هر مقطع انتخابی از آن می باشد چون 

مقطع تیر به صورت خطی اضافه می شود بار تیر نیز به صورت خطی از صفر تا مقدار 

maxخود اضافه می شود .  

   a-aمقطع 

  
  :در وسط تیر معادله تعادل لنر را مینویسیم Aحول مقطع 
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با به دست آمدن مقدار لنگر ماکسیمم  این مقطع میتوان مقدار تنش ماکسیمم خمشی در 

  :این مقطع به دست می آید
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هم همین مراحل را به طور مشابه طی میکنیم تا تنش ماکسیمم خمشی در  b-bبراي مقطع 

  :این مقطع به دست آید
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تنش  maxتون کوتاهی به مقطع مربع داراي بریدگی مطابق شکل می باشد س :ثالم

  )79سراسري (چه قدر است؟  abدر مقطع  Pي تحت تاثیر بار رفشا
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نسبت به  Pچون بار . مقطع زده و واکنش هاي آن را می گذاریم a bدر قسمت  :جواب

است، پس علاوه بر بار  a/4ه میزان داراي برون مرکزیتی ب abمرکز مقطع در قسمت 

این لنگر به صورت ساعتگرد . ایجاد میگردد P.a/4یک لنگر خمشی به میزان  Pمحوري 

  .میباشد

  
  . لنگر ایجاد شده سمت چپ مقطع را تحت فشار و سمت راست را تحت کشش قرار میدهد

 ماکسیمماساس فشاري می کند و بر این  تنش بار محوري نیز به علت فشاري بودن ایجاد

  . تنش فشاري در سمت چپ مقطع ایجاد می شود
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در اختیار می باشد می خواهیم از آن یک  Dیک تیر چوبی به مقطع دایره به قطر  :مثال

تی باید بین اضلاع مستطیل بتیر چوبی با مقطع مربع مستطیل در آوریم، چه نس

)
V
U (ر باشد تا حداکثر مقاومت خمشی بدست آید؟ برقرا ) 76سراسري(  

  

دو ضلع مستطیل اضلاع زاویه قائمه مثلث قائم الزاویه اي هستند که وتر آن قطر : جواب

دایره میباشد و به این ترتیب در این مثلث رابطه فیثاغورث را میتوان نوشت و طول یکی 

  . از اضلاع را بر حسب دیگري محاسبه کرد

22 VDU −=  
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  . تحت لنگر قرار می دهیم امستطیل ر
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براي آن که  ،بت استثا مجاز مقطع چوبی هم مقطع ثابت است و مقدار تنشچون جنس 

از مخرج کسر مشتق گرفته . شود ماکسیممشود لازم است مخرج کسر نیز  ماکسیمملنگر 

  . برابر صفر قرار می دهیمو 
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VDمخرج مخالف صفر 
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− 032
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  : صورت کسر را مساوي صفر قرار می دهیم
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با مقطع مربع مستطیل وارد می شود امتداد  تیريگر خمشی به مقدار ثابت به یک لن: ثالم

  )78سراسري ( ؟ ماکسیمم باشدلنگر خمشی چه باشد تا تنش خمشی 

  
  :لنگر وارد به مقطع را به دو مولفه افقی و عمودي تجزیه میکنیم :جواب
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مقطع تنش ناشی از  و راست و در سمت چپ Mxتنش ناشی از  در بالا و پایین مقطع 

My  ایی رخ می دهد که هر دو تنش ناشی از جماکسیمم است و تنش  ماکسیممMy  ,  

Mx  پس بر این اساس چهار گوشه مقطع مستطیل داراي  .و هم علامت باشندماکسیمم

ش می باشد که در دو گوشه از این چهار گوشه تن My , Mxناشی از  ماکسیمم تنش هاي

ها داراي علامت مخالف هم می باشند و در دو گوشه دیگر هم علامت می باشند که در 

  . است بیشینهاین دو گوشه قدر مطلق مجموع تنش 
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   .باید مشتق تنش را برابر صفر قرار دهیم ،شود ماکسیممبراي آن که تنش 
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پس لنگر اگر در راستاي قطر . می شود h/bزاویه برابر  تانژانتقطر مستطیل  در راستاي 

  . می شود ماکسیمممستطیل اعمال شود، تنش 
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باشد مقطع حول محور افقی آن قوي تر است و در صورتی که  h>bاگر فرض کنیم : نکته

  . می شود minشده حول محور افقی لنگر اعمال شود تنش ایجاد 

مان مجاز تیر با مقطع دایره اي ممان خمشی مجاز تیر با مقطع مربع چند برابر م: ثالم

  )74سراسري (. از جنس مشابه و سطح مقطع یکسان می باشد

?=
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2
M
M  

  . ت ها با هم یکی استمساح

  :با توجه به یکسان بودن مساحت دو مقطع داریم : جواب
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ایجاد شده در آنها نیز باید یکسان  مجاز ماکسیممنس دو مقطع یکی است تنش چون ج

  . باشد
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  )75سراسري ( کدام است؟ Bبه  Aبراي حالت  max عمودينسبت تنش : ثالم

  

  : جواب

D 2 

> 
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  . در ضلع بالا و پایین مربع رخ می دهد ماکسیممتنش  Aدر حالت 

  :   Aحالت 
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  :  Bحالت 
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  : در دو گوشه مربع رخ می دهد ماکسیممتنش 
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لنگر خمشی مورد نیاز براي خم کردن ورق به ابعاد زیر حول محیط یک دایره : ثالم

 inبه قطر 
4
  )81زاد آ( چه قدر است؟  3

  

  : جواب
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  : مقاطع مرکب تحت خمش

ختلف تشکیل شده اند براي محاسبه  مقاطعی هستند که از دو جنس م بمقاطع مرک

مبنا انتخاب می کنیم هاي خمشی در این مقاطع یکی از مواد تشکیل دهنده را به عنوان تنش

به شرح زیر تعریف  nن منظور یک ضریب و بقیه را به این ماده تبدیل می کنیم و به ای

  : میکنیم

  
1

2
E
En    E1=  مدل الاستیسیته ماده ي مبنا   =

   E2= ه ماده دوم تمدل الاستیسی

ضرب  nبه موازات محور خمش قرار دارد در ضریب  که عدي راب، سپس در ماده دوم

حال براي شکل جدید . می آیدمیکنیم و به این ترتیب شکل جدیدي براي این مقطع بدست 

  . بدست آمده می توان تنش هاي خمشی را در نقاط مختلف به دست آورد

 nتنش خمشی به دست آمده در نقاطی که شامل ماده دوم می باشد را باید در ضریب 

  . ضرب نمود

  

  

1

2
12 E

EnEE =≥  

هر دو نوع مصالح  شکل زیر چنان چه حداکثر تنش مجاز براي برکیدر تیر ت: ثالم

  )81سراسري (باشد حداکثر لنگر خمشی مجاز چه قدر است؟ ασبرابر 

  

  

n 

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

EEEE == 12 2  

  . را به آن تبدیل می کنیم 2را به عنوان مبنا انتخاب کرده و ماده  1ماده : جواب

22
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E
En  

 تغییر به موازات بردار لنگر در راستاي عرضی ست ابعاد راچون بردار لنگر افقی ا

خواهد سد که  4aضرب شده و برابر  2پس از تغییر عرض قسمت داخلی در .میدهیم

نصف آن در همان محل قبلی آن خواهد بود و نیم دیگر از بیرون مقطع به آن  اضافه 

  :ع پس از تبدیل مشابه شکل زیر استشکل مقط .میگردد
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شکل عبور می کند، در محاسبه  3از مرکز ثقل  xشکل محور  3با توجه به آن که در هر 

  . صفر است A.d2جمله ي  Ixمقدار 

  : از دو ماده جداگانه محاسبه می کنیم کرا در هر ی ماکسیممتنش  مقدار 
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نیز  nک شده است، در محاسبه تنش در این ماده باید ضریب تبدیل به ماده ی 2چون ماده 

  .اعمال گردد
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  . به وجود می آید 2در ماده  ماکسیممتنش 
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تشکیل  2و 1شکل رو به رو مقطع تیري را نشان می دهد که از دو جنس متفاوت : ثلم

باشد که در  کجا ل نیروي عمود بر مقطع باید درباشد مح E1=2E2؛ اگرشده است

محل اعمال نیرو در راستاي عمودي وسط مقطع قرار . مقطع لنگر خمشی ایجاد نکند

  )78سراسري . (دارد ولی در راستاي افقی موقعیت آن متغیر است

  

و در راستاي  می باشد yحول محور  Cبا توجه به آنکه خروج از محوریت نقطه   :جواب

در صورتی که در مقطع لنگري ایجاد شود این لنگر افقی برون از مرکزیتی وجود ندارد، 

ال اعم yاست و در هنگام تبدیل مقطع تغییر بعد باید در راستاي محور  yحول محور 

  . شود

  

  

2: نابم 1ماده 
1

1

2 ==
E
En  

  : یل شده باشدباید مرکز ثقل شکل تبد Cبراي آنکه لنگري وجود نداشته باشد نقطه ي 

b 
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چوب تشکیل شده است تحت تاثیر لنگر  و چنانچه مقطع تیر که از دو ماده فولاد: ثالم

قرار گیرد مقدار نیرویی که بال فوقانی تحمل می کند چه قدر  M=240 KN/mخمشی 

  )74سراسري ( است؟ 

26 /102 cmkgES ×=  

   
  . تبدیل می کنیم فولاد را مبنا قرار داده و چوب را به فولاد: جواب
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  . حول محور افقی فرض می کنیمرا لنگر * 

cmn 500501010 // =×=×  
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مستطیل  5شکل را به . می گذرد خنثی از وسط شکلمتقارن است محور چون مقطع 

  : تقسیم می کنیم

  : Ixمحاسبه ي 
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شده به بال بالا متوسط تنش در بال بالا را بدست می  راي محاسبه ي نیروي اعمالب

  . آوریم و در مساحت آن ضرب می کنیم

ا این که یمقدار میانگین را می توان در مرکز ثقل بال بالا یعنی در وسط آن بدست آورد 

مقادیر تنش در قسمت بالا و پایین بال را بدست آورد و میانگین این دو مقدار را به عنوان 

  . سط در نظر گرفتمتوتنش 

2
5

36561
4595

710240. cmNcmN
I

yM
ave −=

×−×
==σ  

   F=  نیروي تحمل شده توسط بال

( ) KNNAF ave 44.1462146244022036561 ==××=×= σ  

در این جا چون تنش در ماده مبنا یعنی فولاد محاسبه شده است دیگر نیازي به ضرب 

در تنش نیست و اگر تنش در چوب مورد نظر بود باید در انتها مقدار  nکردن ضریب 

  .ضرب می کردیم nب تنش را در ضری
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  برشی هايتنش

در یک تیر در هر مقطع آن  .تنش هاي برشی از جنس تنش هاي داخل صفحه می باشند

در . یک نیروي برشی وجود دارد که این نیروي برشی در مقطع ایجاد تنش هایی می کند

مقادیر تنش هاي ) اصطلاحاً مقطع منشوري(که مقطع تیر در طول تیر ثابت باشد حالتی 

در شکل زیر یک مقطع از تیر با شکل  .به شکل زیر محاسبه می شود بر تیر وارد  برشی

میخواهیم تنش . نمایش داده شده است Vدلخواهد تحت اثر یک نیروي برشی عمودي 

این مقطع همانند مقاطع تحت لنگر . را به دست آوریم Aبرشی در نقطه دلخواه مثل 

اي آن عمود بر راستاي نیروي برشی و از خمشی یک محور خنثی دارد که محور خنث

  .مرکز سطح آن عبور میکند

  
عبور کند و شکل را  Aدر مقطع یک مقطع ایجاد میکنیم به گونه اي که این مقطع از نقطه 

میتوان مقطع ( بهتر است مقطع به موازات محور خنثی ایجاد گردد. به دو تکه تقسیم نماید

هم ایجاد نماییم، ولی بهترین حالت در صورت را به صورت کج و یا حتی خط شکسته 

اد شده در مقطع را یکی از دو قسمت ایج.  )امکان ایجاد مقطع به موازات محور خنثی است

در شکل بالا به طور مثال تکه بالاي مقطع که هاشور خورده است . انتخاب مینماییم

بهتر است تکه اي را  .منعی براي انتخاب تکه پایین آن هم وجود ندارد( انتخاب شده است

ممان  اول اینرسی تکه انتخاب شده از . )انتخاب نماییم که شکل ساده تري داشته باشد
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ممان اول . نمایش داده میشود Qمقطع حول محور خنثاي کل مقطع محاسبه میشود و با 

اینرسی یک مقطع برابر حاصلضرب مساحت مقطع در فاصله مرکز سطح آن تا محور 

براي اشکالی که محاسبه مرکز سطح آنها مشکل است میتوان شکل را به . مورد نظر است

چند تکه کوچکتر تقسیم کرده و براي هر تکه ممان اول سطح را محاسبه کرده و با هم 

که (در قسمت برش خورده حال میتوانیم مقدار تنش برشی متوسط در مقطع .  جمع بست

  :رابطه زیر محاسبه کنیمرا با استفاده از ) نیز جزیی از آن است Aنقطه 

tI
QV

NA.
.

=τ  

   INA: خنثیمان دوم اینرسی حول محورم

   t: عرض برش خورده در مقطع

   Q: محور خنثی خورده حولمان اول اینرسی شکل هاشورم

τ = میانگین تنش برش خورده در مقطع هاشور خورده  

انتخاب شده شکل مرکبی داشته باشد می توان آن را اگر قطعه  Qدر محاسبه ي : 1نکته 

را محاسبه و با  Qبه چند شکل ساده شده تقسیم نمود و براي هر شکل ساده شده مقدار 

)                    . هم جمع نمود  )ii yAQiQ ∑=∑= 

تا ام iفاصله مرکز سطح تکه  yiام از شکل و iمقدار سطح مقطع تکه  Aiدر رابطه بالا 

  .محور خنثاي کل شکل است

فقط عرض قسمت هایی که برش می خورد را در نظر می گیریم  tدر محاسبه ي : 2نکته 

و به طور مثال اگر در مقطع برش قسمت هایی به صورت سوراخ وجود داشته باشد که 

 . نمی شودمحسوب tمحاسبه  در در مقطع برش نخورند عرض آن قسمت ها
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برش خورده میباشد در قسمت این روش بدست می آید میانگین تنش به که تنشی : 3نکته 

در نظر بگیریم در اکثریت  نثیو در حالتی که مقطع برش را به صورت موازي محور خ

موارد مقدار تنش در مقطع برش خورده تقریباً یکنواخت می باشد و مقدار تنش بدست 

  . ش خورده نسبت دادمقطع بر عرض آمده را می توان به هر نقطه ي دلخواه از

  . پس به این جهت بهتر است مقطع برش را معمولاً موازي محور خمشی در نظر بگیریم

تنش برشی  Qدر بالاترین و پایین ترین نقاط مقطع با توجه به صفر بودن مقدار : 4نکته 

  . صفر است

یه نقاط نسبت به بق tحال اگر مقدار  .است ماکسیممV.Q/I , مقدار عبارت  خنثیدر محور 

  . می شود ماکسیمم خنثیتنش برشی نیز در محور  ،مقطع بیشتر باشد

خنثی بر این اساس در مقاطع با عرض ثابت نظیر مستطیلی یا مقاطعی که در محور 

. رخ می دهد نثیدر محور خ ماکسیممشکل مقدار تنش  Iکم می شود نظیر مقاطع  عرض

است اما  بیشینه نثیدر محور خمقطع ض در برخی مقاطع دیگر نظیر دایره نیز هر چند عر

در برخی مقاطع دیگر مثل . ی رخ می دهددر محور خنث بیشینهباز هم در تنش برشی 

مثلث و لوزي که عرض مقطع روي محور خنثی مینیمم نیست مقدار تنش برشی بر روي 

ع به طور مثال در مقطع مثلثی تنش ماکسیمم بر روي وسط ارتفا. محور خنثی نخواهد بود

مقطع رخ میدهد؛ در حالی که محور خنثی به فاصله یک سوم ارتفاع از قاعده مثلث قرار 

براي مقطع لوزي نیز مقدار تنش برشی ماکسیمم در دو نقطه به فاصله یک چهارم  .دارد
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برابر تنش برشی میانگین رخ  1.5ارتفاع مقطع در بالا و پایین محور خنثی و به میزان 

  . میدهد

 ،شودمیقاطعی که عرض مقطع در نقاطی خاص از آن به یک باره زیاد یا کم در م: 5نکته 

شکل در  Iتنش برشی بر خلاف آن به یکباره کم یا زیاد می شود و به طور مثال در مقطع 

  . این مساله دیده می شود لمحل اتصال جان به با

  
در این بخش تنها همانطور که در ابتدا نیز اشاره شد روش و رابطه ارایه شده : 6نکته 

داراي ) مقطع ثابت در طول تیر(براي محاسبه تنش برشی در تیرها با مقطع منشوري 

  .اعتبار است و براي حالات دیگر نمیتوان از این روش استفاده کرد

  تنش برشی میانگین 

تنش برشی میانگین نشاندهنده مقدار متوسط تنش برشی در یک مقطع است و با تقسیم 

  .رشی بر کل مساحت مقطع به دست می آیدمقدار نیروي ب

   A: مساحت مقطع 

A
V

ave =τ  

بین تنش برشی ماکسیمم و تنش برشی میانگین میتوان یک نسبت براي هر مقطع با شکل 

 1.5 ماکسیممتنش برشی  و مثلثی به طور مثال، در مقطع مستطیلی. خاص معرفی نمود

3در مقطع دایره اي  و برابر
  . برابر تنش برشی میانگین می باشد4
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avehb    : مستطیل
vT τ5.1

.
5/1

max ==  

  

  

به عنوان مثال مقدار در اینجا مقدار تنش برشی ماکسیمم براي مقطع مستطیلی به عرض 

b  و ارتفاعh  تحت اثر برش عموديV  را به دست می آوریم:  

  ave
NA bh

V

bh

hbhV

tI
VQ

ττ 5.1
2
3

12
1

42
3

max ==








==  

مقادیر . شدکل مقابل سطح مقطع در تمام طول تیر ثابت و مستطیلی میبادر ش: ثالم

( )
( )

( )
( )CD

AB
CD
AB

max

max

max

max ,
τ
τ

σ
σ81سراسري (قدر است؟ نسبتهاي  چ (  

  

را رسم می کنیم نیازي به رسم این  AB, CDدیاگرام برش و خمش در تکه هاي  :جواب

  نیست BCدیاگرام ها در تکه 

  

maxτ  

1/5 
pa 
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  : به شرح زیر می شود CD,ABدر تکه هاي  بیشینهبه این ترتیب مقادیر برش و لنگر 

( ) ( )
( ) ( ) PaMPaM

PVPV

CDAB

CDAB

512
2

.,
,

maxmax

maxmax

==

==  

  :داریم  یمستطیلمقطع براي 

  

6/,

6,
.
5.1

2
max

2maxmax

bhS
S
M

bh
M

hb
V

==

==

σ

στ
  

  : حال خواهیم داشت

  

کل نسبت به محور شاز شکل زیر چه قدر است؟  Bمقدار تنش برشی در نقطه ي : ثالم

  )81سراسري (  .افقی متقارن است

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) 2

5.1

3
5.1

325.1

95.166

3
4

9

12

12266

max

max
max

max

222
max

max

2

2

max

max

222
max

max

==⇒=

=
×

=

=
×

==

==⇒

=
×

==

bh
p

bh
p

bh
p

bh
p

bh
p

bh
pa

bh
pa

bh
M

bh
pa

bh
Pa

bh
pa

bh
Pa

bh
M

CD

AB
CD

AB

CD
CD

CD

AB

AB
AB

τ
τ

τ

τ

σ

σ
σ

σ
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  :جواب

  
و حداقل برشی که لازم نیست تمام شکل برش بخورد  .برش می زنیم B ل را در نقطه شک

که جدا شده مرکز ت رد .کند و از نقطه مورد نظر عبور کند کفایت می کند شکل را دو تکه 

  . صفر است و تنش برشی نیز صفر می شود Qی می باشد پس ثقل روي محور خنث

000 =⇒=⇒= BQy τ  

باشد ظرفیت  Kg / cm2 960قطع شکل مقابل چنانچه تنش مجاز برشی در م: ثالم

2/960) 81سراسري ( مقطع چه قدر است؟  مبرش قائ cmkgall =τ  
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  : جواب

در جایی رخ  ماکسیمممعمولاً برشی . را محاسبه کنیم ماکسیممدر مقطع بالا تنش برشی 

در این جا . مت مقطع حداقل باشدی از آن عبور کرده باشد یا ضخامی دهد که محور خنث

 اتصال  روي محل Bی و نقطه ي ر خنثروي محو Aنقطه   ؛نقطه را امتحان می کنیمدو 

  . جان به بال که کمترین ضخامت را دارد

چون شکل متقارن است محور . براي شروع ممان دوم اینرسی شکل را محاسبه میکنیم

مان دوم اینرسی شکل را به دو مسبه شکل از وسط آن عبور می کند و براي محا نثايخ

  . مستطیل تقسیم می کنیم که مستطیل دوم از مستطیل اول کم می شود

  : INAمحاسبه ي 

433 23881212
12
11418

12
1 cmI NA =××−××=  

بر  Aدر محور خنثی که نقطه براي این منظور . را محاسبه میکنیم  Aحال تنش در نقطه 

یکی از دو تکه . به دو تکه تقسیم گرددر وي آن قرار دارد یک مقطع افقی میزنیم به شکل 

  .در اینجا دو تکه کاملاً مشابه هم هستند و ما تکه بالا را انتخاب میکنیم. را انتخاب میکنیم

  : قسمت تقسیم می کنیم 3شکل را به ، Qبراي محاسبه 

  

  

  

( )

max
maxmax

3
321

0157.0
62388

225.
633

2255.6112
2
7732

V
V

I
QV

t

CmQQQQ

NA

A
A =

×
×

===+=

=××+×××=++=

τ
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 6ش خورده اند برابر با توجه به اینکه تنها دو جان مقطع بر tدر این حالت مقدار 

  سانتیمتر خواهد بود

در این حالت . در محل تقاطع جان و بال مقطع میرویم Bحال به سراغ حالت دوم و نقطه 

برش مقطع از دو قسمت اتصال بال به جان انجام میگردد، به گونه اي که بال مقطع از دو 

ی ندارد که مقطع با یک همانطور که قبلاً نیز اشاره شد لزوم. (طرف از جان آن جدا گردد

  ). خط راست ایجاد گردد و ایجاد مقطع به این شکل هم میتواند قابل قبول باشد

  
  

  

در این حالت با جدا کردن قسمت هاشور زده در شکل بالا و به شرح زیر قابل  Qمقدار 

  :محاسبه است

max
maxmax

3

0163.0
22388

78
.

.
211785.6112

VV
tI

QV
tCmQ

NA

B
B =

×
×

==

=+==××=

τ
  

چپ و راست و به میزان ضخامت بال  با توجه به اینکه مقطع از دو قسمت tدر محاسبه 

  . ضرب میکنیم 2زده شده است، مقدار ضخامت بال را در عدد 

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

حالت در این حالت مقدار تنش برشی به دست آمده بیشتر از حالت اول است و در نتیجه 

  دوم بحرانیتر است 

VV 0163.00157.0 ≤          
  :در نیتجه خواهیم داشت

KNNVV all 895.5858895
0103.0
9609600163.0 maxmax ===⇒== τ  

جز آن که  ؛ل زیر داراي ابعادي مشابه می باشندشکدو مقطع نشان داده شده در : ثالم

تحت یک  .نیست و پیوسته جدار آن به هم چسبیده zمقطع بر روي محور  2در شکل 

 است؟ 2چند برابر حالت  1در حالت برشی ماکسیمم نیروي برشی مساوي تنش 

  ) 80سراسري (

  

  :جواب

  . رخ می دهد Zی یعنی محور کسیمم روي محور خنثمادر دو حالت برش 
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ttttQQ
IIVV

===
==

2121

2121

2  

2
12

2

22

1

11

2

1 ==

tI
QV

tI
QV

.
.
.

l

l  

با هم یکسان است و تنها  Qدر هر دو حالت مقدار نیروي برشی، ممان دوم اینرسی و 

تنها یکی از  Zدر حالت دوم با توجه به اینکه روي محور . است که متفاوت است tمقدار 

به این ترتیب مقدار تنش  .نصف حالت اول است tره مقطع برش میخورد، مقدار دو جدا

   . برشی ماکسیمم در حالت اول نصف حالت دوم است

فلزي اگر دو قطعه  ، مقطع مختلط از چوب و فلز مطابق شکل مفروض است: ثالم

cm3×2 اس خود به چوب متصل در بالا و پایین چوب توسط چسب در تمام طول تم

  )79سراسري ( چه قدر است؟  V=4 tonچسب ناشی از برش  در تنش ،اشندشده ب

برابر چوب است 4مدول الاستیسیته فولاد (
4
1

=
s

w

E
E(  

  
  : جواب

در این فرآیند عرض قطعه چوبی در عدد یک . فلز را مبنا و چوب را به آن تبدیل می کنیم

  )n=0.25. (می یابدسانیتمتر تقلیل  3به  12چهارم ضرب شده و از 
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سانیتمر بوده ، مقطع به شکل یک مستطیل  3با توجه به اینکه عرض قسمت فلزي هم قبلاً 

  .در می آید

  
براي محاسبه مقدار تنش در چسب در محلی که چسب قرار دارد، یعنی در مرز فلز و 

  . چوب در مطع تبدیل یافته یک برش میزنیم تا مقطع به دو تکه تبدیل گردد

2
4

33

3

65.39
31751
514000

.
.1715

12
193

12

515.823

cm
kg

EI
QVCmbhI

CmQ

=
×
×

===
×

==

=××=

l
  

چون تنش در مقطعی محاسبه می شود که عرض آن پس از تبدیل تغییر نکرده است 

  . به تنش بدست آمده نیست nنیازي به اعمال ضریب 

، نظیر چسب وسایل اتصال چند قطعه با دارد و از اتصال که حالت مرکب یعدر مقاط: نکته

مول تنش برشی مقدار ان با کمک فرمی تو ،جوش و پیچ و پرچ به هم متصل می شوند

در این حالت اگر وسایل اتصال جوش  .دورا تنش در وسایل اتصال را بدست آنیرو ی

ض جوش یا چسب رع tدر فرمول تنش برشی به جاي  ،چسب یا موارد مشابه باشد

را  tپیچ و پرچ باشد در فرمول دیگر  مواردي نظیرجایگزین می شود و اگر وسیله اتصال 

می دهیم و فرمول به صورت قرار ن
I
QV..مقدار به دست آمده در اینجا . در می آید 

قطعه می باشد که با توجه به نشاندهنده نیروي وارده بر وسایل اتصال در واحد طول 

19 
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سهم هر یک از وسایل ) راستاي طولی تیردر (وسایل اتصال موجود در واحد طول  تعداد

در صورتی که جهت اتصال از جوش یا چسب به . بدست می آیداتصال از این نیرو 

صورت منقطع استفاده شده باشد، مقدار تنش برشی در وسیله اتصال زیاد میشود و باید 

مثلاً اگر در هر . مقدار به دست آمده را به نسبت طول اتصال به کل طول قطعه تقسیم کرد

داشته باشیم ، باید مقدار تنش را   سانتیمتر ما طول اتصال با جوش یا چسب 20نیم متر 

تقسیم کنیم تا نیروي تحمل شده توسط واحد طول جوش یا چسب  0.4بر ضریب 

  . محاسبه گردد

در  .می باشد mm 30در مقطع مقابل فاصله ي بین میخ ها در جهت طولی : ثالم

آزاد (نیروي وارد بر هر میخ چه قدر است؟  ،N 1200صورت وارد شدن نیروي برشی 

  )اندازه ها بر حسب میلیمتر میباشند() 82

  

  

  

ی با توجه به تقارن محور خنثی .کنیمشکل را محاسبه می ان دوم اینرسی مابتدا م: جواب

×  80که یک مربع   120×  120صورت یک مربع  بهشکل را  .از وسط شکل عبور می کند

  . از آن کم شده است در نظر می گیریم 80

4
3

3 13866667
12

8080120
12

120 mmI =
×

−×=  

  .با توجه به تقارن نیرو در میخ ها با هم مساوي است
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مقطع باید در محل اتصال قطعات با هم ایجاد گردد  به طور مثال یک مقطع در قسمت بالا 

حل اتصال دو قطعه ایجاد می گردد؛ به در م

گونه اي که بال مقطع از محل اتصال میخها 

در این حالت بال . از جان مقطع جدا گردد

فاصله مرکز ثقل این قطعه تا محور خنثی  .میلیمتر به دست می آید 20در80بعاد مقطع به ا

  .میلیمتر خواهد بود 50

mm
N

I
QV

mmQ

92.6
13866667

800001200.
80000502080 3

=
×

=

=××=
  

میلیمتر از اتصال تحمل  1مقداري که در بالا به دست آمد مقدار نیرویی است که باید 

و راست مقطع وجود با توجه به آنکه در مقطع ایجاد شده دو ردیف میخ در چپ . نماید

دارد ، براي به دست آمدن سهم هر ردیف از اتصال باید مقدار به دست آمده را بر دو 

غیر از آن باید توجه کرد که این نیرو سهم هر میلیمتر از اتصال است و ما . تقسیم نماییم

 30یعنی هر میخ سهم نیروي . میلیمتر نصب کرده ایم 30در اینجا میخها را به فواصل هر 

پس باید عدد به دست آمده را در عدد . میلیمتر را در خود جمع کرده و باید تحمل نماید

  .نیز ضرب کنیم تا نیروي تحمل شده توسط هر میخ به دست آید 30

N8.103
2

3092.6
=

×
  یخ منیروي موجود در هر =

  . اگر فاصله کم شود نیرو نیز کم می شود

تن یک تیر ساده با مقطع قوطی شکل تعداد میخ کدام یک از حالت ها براي ساخ: ثالم

  )72سراسري (هاي کمتري در واحد طول احتیاج دارد؟ 
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تعداد میخ کمتري نیاز باشد باید در مقاطع اتصال مقدار  هبراي آن ک : جواب
I

VQ ) یعنی

بهتر  2حالت  2و 1حالت  2بین  . حداقل باشد) مقدار نیروي وارد بر واحد طول اتصال

دو میخ افقی نقشی در اتصال قطعات ندارد و عملاً می  1باید توجه کرد که در حالت  .است

 4هر  2شکل  و این که در  2و  1با توجه به تشابه کامل دو شکل . توان آنها را حذف کرد

فاصله میخ ها دو برابر خواهد  1میخ در اتصالات موثرند در این حالت نسبت به حالت 

  .شد

سطح مقطع بدست آمده  ،اتصال برش بزنیمدر صورتی که در مقطع  3و  2ین دو حالت ب

آن  و به تبع Qکوچکتر خواهدبود ودر نتیجه مقدار  3درحالت 
I

VQکمتر  3حالت  در

  . است که متفاوت است Qثابت است و تنها  Iو  Vتوجه کنید که در سه حالت مقدار  . است
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و مقدار آن چند برابر  کجا رخ می دهد ماکسیممدر مقطع دایره اي تنش برشی : ثالم

  میانگین است؟  تنش

  :جواب

  
ی بیشتر از بقیه قسمت هاي آن است ممکن جه به آن که عرض مقطع در محور خنثبا تو

  . رخ ندهد در محور خنثی ماکسیمماست تنش برشی 

انتخاب می کنیم و تنش برشی در این نقطه ی را نثاز محور خ yفاصله  به نقطه اي دلخواه

مورد بیشینه در نقطه را به گونه اي پیدا می کنیم که تنش برشی  yرا محاسبه می کنیم و 

از مرکز دایره به موازات افق یک مقطع افقی میزنیم تا دایره به  yدر فاصله  .نظر رخ دهد

  . دو قسمت تقسیم شود و قطعه بالاي آن را انتخاب میکنیم
 َ
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براي این قطعه، در آن المانهایی افقی به صورت مستطیلی  Qحال براي محاسبه مقدار 

مقدار . ایجاد کرده و براي این المان کوچک مقدار گشتاور اول سطح را به دست می آوریم

گشتاور اول سطح براي این المان برابر حاصلضرب مساحت المان در فاصله عمودي آن 

مقدار فاصله عمودي تا محور . خواهد بود) دایره منطبق است که بر مرکز(تا محور خنثی 

انتگرالگیري  Rتا  yاگر از مقدار به دست آمده در فاصله . نمایش میدهیم ’yخنثی را با 

  . به دست خواهد آمد Qنماییم مقدار 

مطابق رابطه . خواهد بود Yو  Xباید توجه کرد که هر نقطه از دایره دایره یک مختصات 

تشکیل یک مثلث قائم الزاویه میدهند،  Rو  Yو  Xث با توجه به آنکه مقادیر فیثاغور

  : میتوان نوشت

4

4
22222 RIIYRXRYX YX

π
==−=→=+  

نمایش  bاگر این عرض را با . براي محاسبه مساحت المان باید عرض المان را بدانیم

واهیم خ. نقطه از دایره است که با این المان متقاطع است xدهیم، این عرض دو برابر 

  : داشت
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R
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R

y
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3
2

22

3
20

3
2

3
2

3
2

2

22
22

22

2
1

22

2
3

22

22

2
3

222
3

22

2
3

22

22

2222

−
=

−×

−×
==−==





=−=−−−=








 ′−−=



−=−=

′′×′−=

−=′′⇒′′−=′=

=′−′−==

∫

∫

τ

  

ی یعنی تنش برشی بر روي محور خنث .باشد y=0است که  ماکسیمماین عبارت وقتی 

   :خواهیم داشت y=0با قرار دادن . است که ماکسیمم میشود

aveA
V

R
V

r
VRy τ

ππ
τ

3
4

3
4

3
4

4
3

0 24

2

max ===
×

==  
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  پیچش

رشی د و مشابه تنش هاي بنتنش هاي پیچشی از نوع تنش هاي داخل صفحه می باش

در مقاطع دایره اي به صورت تو پر یا  .ش باعث تغییر شکل مقطع می شودچپی . هستند

اما در بقیه . مقطع حول محور طولی جسم می گردد دورانتو خالی پیچش تنها باعث 

 لمقطع دیگر از شکمقاطع پیچش باعث ایجاد اعوعاج در مقطع می شود به گونه اي که 

ل زیر یک مقطع غیر دایره اي پس از اعمال پیچش را از در شک. اولیه خود خارج می شود

  :راستاي طولی نمایش میدهد

  
شکل زیر هم نمونه دیگري است که یک مقطع مستطیلی تحت پیچش قبل و بعد از اعمال پیچش را 

  :نشان میدهد

  
  : تنشهاي پیچشی در مقاطع دایره اي
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میزان طع به صورت خطی است  توزیع تنش در مق) توخالی یا توپر(در مقاطع دایره اي 

بر این اساس . دارددایره تنش در مقطع بستگی به مقدار فاصله هر نقطه از مقطع تا مرکز 

در هر نقطه دلخواه مقدار . بر روي محیط خارجی دایره رخ خواهد داد ماکسیمم تنش 

  : تنش برشی ناشی از لنگر پیچشی با استفاده از رابطه زیر محاسبه می شود

J
T ρτ .

=  

T : مقدار لنگر پیچشی  

 ρ = فاصله نقطه ي مورد نظر تا مرکز دایره  

   j: ممان اینرسی قطبی مقطع

  :مقدار ممان اینرسی قطبی هم به شرح زیر محاسبه میشود

                           yx IIj +=  

به ترتیب به شرح  Jره توخالی و دایره با جدار نازك مقدار براي مقاطع دایره توپر، دای

  :زیر محاسبه میشود

:دایره توپر
2

4Rj π
=  

): دایره توخالی )4
1

4
22 RRj −=

π  

  : )به همراه اثبات رابطه( دایره با مقطع جدارنازك

( ) ( )( )( )

tRR
RR

tR

RRRRRRRRj

=−
=

=

++−=−=

12

12

3

2
1

2
21212

4
12

2
22

4

π

ππ
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ز پیچش در راستاي یکی از شعاعهاي دایره در شکل زیر نیز توزیع تنش برشی ناشی ا

  :نمایش داده شده است

  
مقدار تنش در . شکل زیر هم به طور مشابه براي یک مقطع دایره اي توخالی میباشد

  . جداره داخلی مینیمم و در جداره خارجی مقطع ماکسیمم است
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فرمول زیر  با میزان دوران ایجاد شده در یک میله با مقطع ثابت تحت لنگر پیچشی ثابت

  : محاسبه می شود

( )ν+
=

=Φ

12

.
.

EG

Gj
T l

  

G : برشیمدول الاستیسیته  

l :طول میله  

Φ : بر حسب رادیان زاویه دوران  

دیگر از  ،تغییر کند مقدار لنگر پیچشی یا جنس میله و یا مقطع آن طول میله،   اگر در

میله را باید به چند  تنمی توان مقدار تغییر زاویه را بدست آورد و در این حالرابطه  بالا 

در هر تکه تغییر زاویه را  و مقطع ثابت تقسیم کرد ، لنگر پیچشی ومیله ساده تر با جنس

  .با فرمول بالا محاسبه و با هم جمع می کنیم

∑∑ =Φ=Φ
ii

ii
i Gj

T
.
.l  

  . روش انتگرال گیري استفاده کنیم اگر مقطع به صورت متغیر باشد باید از

∫
=

=
=Φ

lx

x Gj
dxT

0 .
.  

  : کرنش برشی ناشی از پیچش

در اثر لنگر پیچشی نیز همانند بحث خمش و نیروهاي محوري وبرشی ، یک کرنش در 

این کرنش از جنس کرنشهاي برشی و داخل صفحه بوده و مقدار آن . مقطع ایجاد میگردد

  . شود از رابطه  ي زیر محاسبه میا
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l

Φ
=

.ργ  

ρ :فاصله نقطه تا مرکز دایره .  

  . بیشترین کرنش برشی در جداره بیرونی مقطع رخ می دهد

  : مقاطع مستطیلی

علاوه بر دوران مقطع دچار اعوجاج در مقاطع مستطیلی همانطور که ابتدا نیز اشاره شد، 

. براي محاسبه تنشهاي برشی دیگر از روابط قسمت قبلی نمیتوان استفاده کرد. هم میشود

براي محاسبه تنش . در وسط ضلع بزرگتر رخ می دهد ماکسیممتنش برشی در این حالت 

  :و زاویه دوران میتوان از روابط زیر استفاده نماییم

  

GabC
T

abC
T

...
.

.. 3
2

2
1

max
l

=Φ=τ  

مقدار  b/a > 10براي مقاطع با نسبت . می باشند a , bتابعی از  C2 , C1در روابط فوق 

C2 , C1 می توان فرض کرد )0.33(  را برابر یک سوم .  

  . نیز می توان استفاده کرد زاز دو رابطه ي بالا براي مقاطع جدار نازك با

b همیشه عدد بزرگتر است .  
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مجموع طول شکل را جایگزین  bه همانند شکل بالا به جاي در مقاطع خمیده یا شکست

  .میکنیم

 C1.b.a2اگر در طول قطعه ضخامت متغیر باشد آن را چند تکه کرده و براي هر تکه مقدار 

  . را جداگانه حساب کرده و با هم جمع می کنیم C2.b.a3یا 

  : مقاطع جدا نازك بسته

از نقطه در ضخامت قطعه در هری برشتنش ضرب  بسته حاصلدر مقاطع جدار نازك 

  . جدار مقداري ثابت است
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BBAA tt ττ .. =  

اگر . ، مقدار تنش نیز در نقاط مختلف جدار برابر  خواهد بوداگر ضخامت قطعه ثابت باشد

که ضخامت بیشتر است تنش کمتر   یتنش در قسمت های مقدار ضخامت متغیر باشد،

  : دار تنش برشی از رابطه ي زیر محاسبه می شوداگر ضخامت ثابت باشد مق. است

At
T
.2

=τ  

t : ضخامت جداره  

T :لنگر پیچشی.  

A :سطح محدود به خط مرکزي جداره  مساحت  

اگر ضخامت متغیر باشد در فرمول بالا ضخامت جدار در نقطه اي را قرار می دهیم که 

  . می خواهیم تنش در آن را حساب کنیم

  : یر زاویه در مقطع نیز از فرمول زیر محاسبه می شودیتغمقدار 
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∫=Φ
t

ds
GA

T
.4

.
2

l  

∫ t
ds  باشد گیري روي جداره سطح بسته می، انتگرال .  

   . شود برابر محیط مقطع می dsمقدارش ثابت باشد انتگرال  tاگر  
  

داراي تنش برشی  Tشی زیر لنگر پیچ ،میله اي که مقطع آن دایره اي است: ثالم

که مقدار آن  Mاگر همین میله  زیر لنگر خمشی  .می باشد  40MPa       ماکسیمم

  )82سراسري ( ؟ آن چه قدر می شود برشی ماکسیمماست قرار گیرد تنش  Tمساوي 

  

  : جواب

4
4
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20402

2

..

3

4

33max

344max

r
r

r

c
IS

rc

r
M

r
M

S
M

TM

r
T

r
Tr

r
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j
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π
π

ππ
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πππ
τ
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=

===

=
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ست، تنش ماکسیمم مقداري که در بالا براي تنش ماکسیمم ناشی از خمش به دست آمده ا

اما از قسمتهاي قبل به یاد داریم که اگر . عمودي است و از جنس تنشهاي برشی نیست

درجه تحت یک  45یک المان تحت یک  تنش خالص محوري قرار گیرد، با دوران به میزان 

پس اگر ما بخواهیم . تنش برشی خالص به میزان نصف تنش خالص محوري خواهد بود

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

ناشی از یک لنگر خمشی را به دست آوریم، کافیست که تنش تنش برشی ماکسیمم 

  :پس براي حالت دوم داریم. عمودي به دست آمده را نصف کنیم

3maxmax
2

2
1

r
M

π
στ ==  

  :و در نتیجه خواهیم داشت 

Mpa
r
T

r
M 4020*222

33max ====
ππ

τ  

مطابق شکل تحت لنگرهاي  mm 60میله فولادي با مقطع دایره اي به قطر : ثالم

 ،  Bع قرار گرفته است لنگر پیچشی اعمال شده در مقط B,Aدر نقاط پیچشی 

mKNTB .8π=  است اگر دوران مقطعB  صفر باشد دوران مقطعA چه قدر است؟ 

MPaG    )81سراسري ( =×4108

  
چون در  طول میله دو لنگر پیچشی وارد میشود براي محاسبه زاویه دوران میله  :جواب

  .باید آن را به دو تکه تقسیم کنیم

   N,mm واحد
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ر یک لوله جداره نازك با سطح مقطع ب N-m 200 با چنانچه لنگر پیچشی برابر: ثالم

نشان داده شده با ضخامت متغیر وارد شود حداکثر تنش برشی در مقطع چند 

  )81سراسري ( مگاپاسکال است؟ 

  

دار نازك بسته حاصلضرب تنش در ضخامت جدار مقداري ثابت در مقاطع ج  :جواب

به همین جهت مقدار تنش برشی در جایی ماکسیمم است که مقدار ضخامت جدار . است

میلیمتر  3بر این اساس تنش برشی ماکسیمم در جایی که ضخامت قطعه به . مینیمم باشد

  .کاهش می یابد به مقدار ماکسیمم خود میرسد
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   N-mmواحد 

( )
MPa
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mmR
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



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+==

π
τ

τ
  

چون باید مساحت قسمت محصور بین خط مرکزي جداره محاسبه شود،  Aدر محاسبه 

و چون ضخامت جداره متغیر است، ابتدا میانگین ضخامت جداره محاسبه شده و سپس 

  .  نصف این ضخامت متوسط به شعاع داخلی جداره اضافه شده است

جدار نازك باز به  Aو مقطع  tیکسان  جداره نازك بسته به ضخامت B قطعم: ثالم

اگر . میباشد t ضخامت یکسان 
20
at   باشد، در مقابل یک لنگر پیچشی ثابت تنش =

  )80سراسري (می شود؟  Aچند برابر تنش برشی در  Bبرشی در 

  

  :جواب
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   :که جداربسته است داریم Bمقطع براي 
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B ====τ
  

   .در فرمول مساحت خارجی مقطع را قرار می دهیم غماضبا اندکی ا

  : هم داریم زجدار با A مقطع براي
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  . مقاطع جدار نازك باز هستند از خیلی مقاوم تر یچشبسته در مقابل پ جدار نازك مقاطع

به  و دومی tو به ضخامت جداره  Rوله جدار نازك اولی به شعاع متوسط دو ل: ثالم

گر پیچشی یکسان نمی باشد در اثر یک ل t/2و ضخامت جداره  2Rشعاع متوسط 

  )79سراسري (تنش برشی به وجود آمده در میله اول چند برابر میله دوم است؟ 

  :جواب

  :حالت اول 
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221 2.2.2 tR
T

Rt
T

At
T

ππ
τ ===  

  حالت دوم 
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می باشد  Tتحت تاثیر لنگر پیچشی میله اي با سطح مقطع نشان داده شده : ثالم

ضخامت هر یک از ورق هاي . می باشد tخامت آن ضو  Rشعاع متوسط دایره 

    10=چنانچه نسبت . می باشدRπ2 طول آن و  tاتصالی به دایره جدار نازك 
t
R  

سراسري (. می شود حملتباشد چند درصد لنگر پیچشی  توسط جدار نازك دایره 

77(  
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سختی پیچشی دایره و ورق ها بین آنها تقسیم می شود نسبت به   T لنگر پیچشی : جواب

سختی پیچشی نمایشگر میزان لنگر پیچشی است که باعث ایجاد دوران واحد در عضو 

به بیان دیگر سختی پیچشی برابر نسبت لنگر پیچشی به دوران ناشی از این لنگر . (میشود

  : سختی پیچشی را می توان طبق رابطه ي زیر تعریف کرد). است

l
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یکسان است پس می توان نتیجه گرفت که توزیع lو  Gبراي هر دو قسمت مقطع مقدار 

و با توجه  قسمتهاي مختلف مقطع دارد) ممان اینرسی قطبی( jلنگر پیچشی فقط بستگی به 

  . لنگر توزیع می شودقسمتهاي مختلف  jنسبت  به

32 : مقطع لوله اي جدار نازكبراي  tRj π=  
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π

  نسبت سختی دایره توخالی به سختی کل مقطع 

  . از پیچش وارد به مقطع توسط دایره توخالی تحمل می شود% 97.4در نتیجه 

 k=10فنر با سختی  4 یره اي متصل بهدا صلبسختی پیچشی یک صفحه : ثالم

ton/m  20قطر صفحه برابر چه قدر است؟ cm  77سراسري ( .است (  

  
  : جواب

θ
TKt   سختی پیچشی =

کمان  با طول) تغییر طول فنر(∆مقدار  ،کوچک باشد )صفحه زاویه دوران( θوقتی که 

ل هر کمان از دایره برابر حاصل ضرب شعاع طو . مجاور آن تقریباً برابر خواهد بود

  .می باشد )بر حسب رادیان( دایره در زاویه کمان

  

R.θ=∆  
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با توجه به جهت گشتاور پیچشی وارده به صفحه ، تمامی فنرها تحت کشش قرار میگیرند 

ش داده شده در شکل زیر نیروها نمای. و بر این اساس جهت نیروهاي فنرها تعیین میشود

توجه شود که نیروهاي ترسیم شده ، نیروهایی هستند که فنر به صفحه وارد میکند و . اند

 د که جهت آن برعکسکندر واقع عکس العمل نیرویی است که صفحه به فنرها وارد می

  . است نیروي اول

  
نیرو  که با توجه به سختی و تغییر شکل ثابت آنها،(ضمن محاسبه نیروي هر یک از فنرها 

  :معادله تعادل لنگر را می نیویسیم، نسبت به مرکز دایره )در تمام آنها یکسان است

D 
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از میله  C,Bاط قصلب می باشد دو کوپل پیچشی به ن BCدر شکل رو به رو  :ثالم

AD  وارد شده است لنگر پیچشی ایجاد شده در قسمتAB  سراسري ( چه قدر است؟

76(  

  

میله نمایش داده شده در شکل یک میله نامعین است و همانند آنچه در مورد میله  : بجوا

اینجا نیز باید یکی از تکیه گاهها آزاد شده و به جاي هاي تحت نیروي محوري گفته شد، 

همچنین متناظر با قید . آن واکنش تکیه گاهی متناظر به صورت مجهول قرار داده شود

را حذف کرده و به  Aدر اینجا تکیه گاه . سازگاري نیز نوشت آزاد شده باید یک معادله

. جاي آن واکنش تکیه گاهی این تکیه گاه که یک لنگر پیچشی است قرار داده میشود

  . خواهد بود Aمعادله سازگاري در اینجا نیز صفر بودن دوران در نقطه 
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  ). د شودآزا Aمورد نظر است بهتر است تکیه گاه  ABچون لنگر در قسمت (

Φ=0: معادله سازگاري A  

در قطعات . (این قطعه بینهایت است مدول الاستیسیته برشی BCبا توجه به صلبیت قطعه 

صلب با توجه به اینکه این قطعات تغییر شکلی نمیدهند، مقدار مدول الاستیسیته همیشه 

  )بینهایت است

  BCG=∞: قطعه صلب
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در اینجا چون مقدار لنگر پیچشی و مدول الاستیسیته برشی در طول میله متغیر است، آن 

را به سه تکه تقسیم کرده و در هر تکه مقدار دوران جداگانه محاسبه شده و با هم جمع 

د در هر تکه مقدار لنگر پیچشی وارد بر آن تکه برابر مجموع لنگر پیچشی وار. شده است

به طور  Aجهت لنگر پیچشی تکیه گاه . بر میله از انتهاي میله تا ابتداي تکه مورد نظر است

در نوشتن معادله تعادل هم جهت پادساعتگرد مثبت . اختیاري ساعتگرد فرض شده است

  .فرض شده است

اگر دو  .تشکیل شده است d2 , d1تیر زیر از اتصال دو قطعه مدور توپر به اقطار : ثالم

قرار داشته باشد  Tتحت تاثیر پیچش  Bقطعه  ریر گیردار باشد و تیر دتهاي انت

  )72سراسري (؟  Cمطلوبست عکس العمل تکیه گاه 
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  :جواب

را آزاد کرده و به جاي آن واکنش پیچشی مجهول را قرار  Cتکیه گاه  .قطعه نامعین است

  : می دهیم

  Φc=0معادله ي سازگاري 
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xmTxتحت لنگر پیچشی گسترده با شدت  ABگیردار  دوسرتیر : ثالم
l

قرار دارد =

  )80آزاد ( چه قدر است؟ Aمیزان لنگر پیچشی در تکیه گاه 

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  
) همانند شکل زیر. (لنگر وارد بر تیر به صورت یک لنگر گسترده مثلثی میباشد : جواب

 mو برابر  Bنگر پیچشی در انتهاي مقدار ماکسیمم ل

.میباشد

  
Φ=0= معادله سازگاري  A  

  : چون لنگر گسترده می باشد باید از روش انتگرال گیري استفاده کنیم

∫=Φ
l

0 .
)(
jG
dxxT   

و دیاگرام آزاد آن  از سمت چپ میله مقطع زده و تکه سمت چپ را جدا میکنیم xبه فاصله 

  :سم میکنیمرا ر

  

 تعادل پیچش
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  :معادله تعادل پیچش در این تکه را مینویسم

  . است نیاز به بازو لنگر ندارد پیچش از نوع لنگ خمشیچون جنس 
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  دایره موهر

  سور تنش تان

در مورد تانسور تنش در بخشهاي قبلی صحبت شده است که دراینجا جهت یادآوري 

در شکل زیر یک المان کوچک از یک جسم به صورت . دوباره مورد بحث قرار میگیرد

دراین المان تنشهاي وارد بر هر یک از صفحات . مکعبی شکل نمایش داده شده است

بر هر صفحه یک تنش عمودي و دو تنش داخل صفحه . اصلی مکبع نمایش داده است

  .میدهند که تانسور تنش نامیده میشود 3در  3این تنشها تشکیل یک ماتریس . وجود دارد
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نش آن بدین گونه بدست می ت ران مکعبی در نظر بگیریم تانسوماگر روي هر جسم یک ال

  : آید

 در حالت دوبعدي المان به شکل یک مستطیل در می آید و تنشها به شکل: ديدو بعت حال

  :زیر قابل تعریف است

  
تنش  در خلاف عقربه هاي ساعت دوران نماید مقادیرθان به اندازه ي حال اگر این الم

  . خواهد بود متفاوت ن دوران کرده، اهاي محوري و برشی بر روي الم
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  : ن دوران کرده و از روي روابط زیر قابل استخراج استاتنش بر روي الممقادیر 
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در شکل زیر هم این دوران و تغییر در مقادیر تنشها به نوع دیگري نمایش داده شده 

  . است

  
در دایره موهر ما یک محور افقی . روابط بالا را می توان توسط دایره موهر نیز بیان کرد

هنده تنشهاي داریم که نشان دهنده تنشهاي عمودي و یک محور عمودي داریم که نشاند

دایره نیز در این دستگاه مختصات ترسیم میگردد و مرکز آن بر روي . برشی میباشد

در این صورت مرکز دایره به مختصات  . محور افقی قرار میگیرد
2

yx
ave

σσ
σ
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و  =

2شعاع دایره 
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2 xy
yxR τ

σσ
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 −
این دایره حالات مختلف تنش را در یک  .خواهد بود=
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نشان می دهد و بدین صورت رسم  ،ان دچار چرخش می شودنگامی که المن هامال

شعاع دایره نیز  Rمرکز آن مشخص شده و با محاسبه aveσآوردن دست ه میشود که با ب

هر یک از این دو . هر قطر از این دایره آن را در دو نقطه قطع مینماید  .مشخص می شود

 4بر این اساس ما . در دستگاه مختصات معرفی شده استنقطه داراي یک مختصات 

و ) تنشهاي عمودي(مقدار براي هر قطر خواهیم داشت که دو مقدار مربوط به محور افقی 

دو مقدار به دست . خواهد بود) تنشهاي برشی(دو مقدار دیگر مربوط به محور عمودي 

Y )yxو  X آمده بر روي محور افقی نشانگر تنشهاي عمودي در دو راستاي σσ خواهد ) ,

مقادیر به دست آمده بر روي محور عمودي هم که دو عدد مثبت و منفی با مقدار . بود

xyxy( نشانگر مقدار تنش برشی میباشد ،قدرمطلق برابر خواهد بود ττ −,( .  

 صورت مرحله به مرحله  به به طور مثال در اینجا براي المان با تنشهاي زیر دایره موهر

  .ترسیم شده است
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به صورت کششی و مثبت و تنش  xدر اینجا فرض شده است که تنش عمودي جهت 

. تنش برشی نیز مثبت فرض شده است. به صورت فشاري و منفی است yعمودي جهت 

در مورد جهت مثبت و . تنشهاي کششی، مثبت و تنشهاي فشاري، منفی فرض میشوند(

  .)برشی در ادامه بحث خواهد شد منفی تنشهاي

محور افقی این . دستگاه مختصات ترسیم میکنیمبراي ترسیم دایره موهر ابتدا یک 

دستگاه نمایش دهنده تنشهاي عمودي و محور عمودي نمایش دهنده تنشهاي برشی 

  .است

  
),(بر روي این دستگاه مختصات دو نقطه به مختصات  xyx τσ ),(و  − xyy τσ مشخص  +

  .نمایش داده ایم Bو  Aاین دو نقطه را در اینجا به ترتیب با . میکنیم
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مقدار شعاع و مرکز دایره از روابطی که قبلاً توضیح . حال دایره موهر را ترسیم میکنیم

  :داده شد قابل محاسبه اند

  :مختصات مرکز دایره

2
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=  

نیز عبور خواهد کرد و  Bو  Aمطمئناً از دو نقطه  ،دایره اي که به این شکل ترسیم میشود

قطري از این دایره خواهد بود که نشاندهنده وضعیت تنش در المان مورد بحث  ABخط 

  . ما خواهد بود
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اینجا این زاویه  قطر ترسیم شده در این دایره با محور افقی دایره زاویه اي است که در

این زاویه نشان میدهد که اگر المان به میزان . نمایش داده شده است α2در شکل با 

دوران کند، المان در ) αدر اینجا یعنی به میزان (نصف این زاویه و همجهت با آن 

دیگر تنش برشی وجود ندارد و  وضعیت جدید خود به حالتی از تنش میرسد که در آن

مقادیر تنشهاي عمودي نیز در این حالت یکی . تنها تنشهاي عمودي را خواهیم داشت

مقادیر . این تنشها ، تنشهاي اصلی نامیده میشوند. ماکسیمم و دیگري مینیمم خواهد بود

یه اي که لازم است المان زاو( αو زاویه ) تنشهاي مینیمم و ماکسیمم(تنشهاي اصلی 

  :از روابط زیر قابل محاسبه است) دوران کند تا تنشهاي اصلی در آن رخ دهد
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در مورد زاویه زاویه اي که از رابطه بالا به دست می آید اگر این مقدار مثبت باشد 

باشد به صورت چرخش قطر تا رسیدن به محور افقی به صورت پادساعتگرد و اگر منفی 

  .ساعتگرد خواهد بود

در واقع نقاط تقاطع دایره با محور افقی که شامل دو نقطه است نمایشگر تنشهاي اصلی 

  .خواهد بود

به دست آوردن مقادیر تنشها در المان پس از چرخش آن به  ،کاربرد دیگر دایره موهر

  :براي این منظور به شرح زیر عمل میکنیم. میزانی معین است

ز ترسیم دایره موهر و قطري از دایره که نمایشگر وضعیت تنش در حالت اولیه پس ا

المان است، این قطر را به میزان دو برابر زاویه اي که المان دوران یافته و همجهت با 

قطر جدید دایره . دوران میدهیم تا قطر جدیدي از دایره به دست آیدچرخش المان 

  .ان یافته خواهد بودنشاندهنده وضعیت تنش در المان دور

. در اینجا به طور مثال به المان نمایش داده شده در شکل قبل این کار را انجام میدهیم

و در جهت عقربه هاي ساعت  θفرض میکنیم که المان مورد نظر ما به مقدار زاویه 

  . دوران کرده است
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و به  θ2ترسیم شده از دایره را به میزان در دایره موهر ترسیم شده در مرحله قبل قطر 

ران صورت ساعتگرد دوران میدهیم تا قطر جدید و به تبع آن مقادیر تنشها براي المان دو

قطر ترسیم  شده به صورت خط چین قطر نشان دهنده وضعیت : ( یافته به دست آیند

  )تنش در حالت دوران یافت است
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بوده است پس از  xσانتهایی از قطر دایره که قبلاً نمایشگر وجه گردد که در این زمینه ت

 Yσخواهد بود و بالعکس انتهایی از قطر دایره که قبلاً نمایشگر  xσ'دوران نمایشگر 

جهت صحیح تنش برشی هم همیشه . خواهد بود Yσ'بوده است پس از دوران نمایشگر 

باشد و انتهاي دیگر قطر  Yσ'یا  Yσبا انتهایی از قطر دایره قرار دارد که نمایشدهنده  

همانند آنچه در اشکال بالا ( .دایره نمایشگر تنش برشی با علامت مخالف خواهد بود

  )است نمایش داده شده

براي تشخیص علامت مثبت و یا منفی تنشهاي برشی هم میتوان طبق قرارداد زیر عمل 

  :کرد
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ایجاد یک کوپل پادساعتگرد ) ’yیا ( yاگر دو تنش برشی قرار گرفته به موازات محور 

نمایند، علامت تنش برشی مثبت است و بالعکس اگر ایجاد یک کوپل ساعتگرد نمایند 

  :در این زمینه میتوان از اشکال زیر هم کمک گرفت. خواهد بودعلامت تنش برشی منفی 

 

در مورد تنشهاي برشی و تشخیص علامت آنها و نحوه ترسیم صحیح آنها در دایره 

اگر توجه نماییم بردارهاي . موهر میتوان از روش قراردادي زیر هم استفاده گردد

لنگر را میدهند که جهت این بردار هستند دو به دو تشکیل دو کوپل  4تنشهاي برشی که 

به طور قراردادي جهت ساعتگرد را مثبت و جهت . دو کوپل همیشه مخالف هم میباشد

بر این اساس ما یک تنش برشی با کوپل  مثبت و یک . پادساعتگرد را منفی فرض میکنیم

وقتی که میخواهیم بر روي دایره مور . تنش برشی با کوپل منفی براي هر المان داریم

و تنش برشی را مشخص کنیم براي تشخیص علامت تنش  xه شامل تنش محوري نقط

برشی جهت رسم نقطه مورد نظر نگاه میکنیم که دو بردار تنش برشی که عمود بر 

اگر این کوپل . هستند تشکیل چه کوپلی میدهند راستاي تنش عمودي راستاي جهت 

 علامت منفی روي صفحهعتگرد بود با ساعتگرد بود با علامت مثبت و اگر پادسا

بدیهی  yبراي ترسیم نقطه دیگر مربوط به تنش جهت . مختصات در نظر گرفته میشود

به طور مثال در شکل قبلی در . خواهد بود خالف حالت قبلاست که جهت تنش برشی م

دو بردار تنش برشی عمود بر آن تشکیل یک کوپل  xسمت چپ براي تنش عمودي جهت 
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را با  xتنش محوري جهت  موهر، نتیجه هنگام ترسیم بر روي دایرهساعتگرد میدهند و در

منفی در  با علامت را با تنش برشی  yمثبت و تنش محوري جهت  با علامت تنش برشی

توجه گردد که اگر .  براي شکل سمت راست آن وضعیت برعکس است. نظر میگیریم

ایره موهر استفاده کنیم میخواهیم از روابط معرفی شده در ابتداي این بخش به جاي د

براي تشخیص علامت تنش برشی فقط از قرارداد شکل قبل کمک میگیریم و علامت تنش 

مواردي که . برشی در هر سه رابطه یک علامت ثابت مطابق قرارداد شکل قبل خواهد بود

  . اینجا گفته شد فقط براي روش دایره موهر است

  : نشهاتبدیلات کر

مود و این بردار ها را بر روي ا نیز می توان بردار ترسیم نههمانند تنش براي کرنش 

ان مقادیر جدید آنها را با روابطی تقریباً مان ها نمایش داد و در صورت دوران الالم

 . مشابه تبدیلات تنش بدست آورد و براي آن نیز به طور مشابه دایره موهر ترسیم نمود
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xyγمحور عمودي  ،در دایره موهر کرنش
2
ان در این جا نیز در صورت دوران الم. است  1

آن را دو برابر زاویه یره متناظر با حالت قبل از دوران، پس از بدست آوردن قطر دا

α  
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آن  وضعیت جدید. رخانیمچبر روي دایره می  جهت چرخش المان دوران و هم جهت با 

   . ان جدید می باشندمنشان دهنده مقادیر تنش ها در ال

مت کرنشهاي برشی و نحوه ترسیم آن بر روي دایره قراردادهاي مربوط به تشخیص علا

  .موهر از نظر علامت مشابه حالت قبل مربوط به دایره موهر تنش است

نش براي براي المان نشان داده شده در شکل زیر مطلوبست محاسبه مقادیر ت: مثال

چرخش المان به صورت . (درجه میسازد 20صفحه مایلی که با راستاي عمودي زاویه 

  .)پادساعتگرد میباشد

  

در روش اول با توجه به . روش عمل کرد براي حل این مساله میتوان به سه : جواب

درجه اي و استفاده از روابطی که در ابتداي این بخش معرفی شد ، مقدار  20چرخش 

  :خواهیم داشت. صفحه مایل به دست می آیدتنش در 
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درجه با راستاي عمودي  20چون در اینجا تنها تنشها بر روي صفحه عمودي با زاویه 

yxو xσ'خواسته شده است، محاسبه  ′′τ به چرخش پادساعتگرد  با توجه. کفایت میکند

مقدار تنش برشی هم مطابق . اویه باید با علامت مثبت در نظر گرفته شودمقدار ز

دو تنش عمودي هم به علت . قراردادي که قبلاً توضیح داده شد باید مثبت فرض شود

  .کششی بود ن با علامت مثبت در نظر گرفته میشوند

ksiSinCosx 46.940340
2
478

2
84

' =+
−

+
+

=σ  

ksiCosSinyx 013.140340
2

48
=+

−
−=′′τ  

دو ضلع از . یک المان مثلثی در نظر میگیریم. دلات تعادل استروش دوم استفاده از معا

این المان همان اضلاع افقی و عمودي مشابه المان نشان داده شده در صورت سوال است 

وتر همان راستاي مایلی . (درجه میسازد 20و ضلع سوم یا وتر با راستاي قائم زاویه 

ع المان یک تنش عمود بر سطح و یک به هر ضل.) است که در آن تنشها مورد نظر ما است

براي آنکه تنشها را به . وارد میشود) که همان تنش برشی است (تنش به موازات سطح 

نیرو تبدیل نماییم باید آنها را در مساحت ضلعی از المان که تنش به آن وارد میشود 

ابت با توجه به اینکه ضخامت المان در جهت عمود بر سطح براي همه ث. ضرب نماییم

است مقدار نسبت مساحت هر ضلع از المان تنها بستگی به طول آن ضلع دارد و با توجه 

در  .به روابط مثلثاتی میتوانیم طول هر ضلع را محاسبه و تنشها را تبدیل به نیرو نماییم

  .شکل زیر این مساله نمایش داده شده است
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ادل در راستاي عمود بر وتر مثلث ابتدا معادله تع. حال معادلات تعادل المان را مینویسیم

  :را مینویسم تا مقدار تنش عمود بر سطح مایل به دست آید

  
حال این معادله تعادل را در راستاي موازي با وتر مثلث مینویسم تا مقدار تنش برشی نیز 

  :در راستاي مورد نظر به دست آید

  
ین روش با توجه به در ا .روش سوم در حل این مساله استفاده از دایره موهر است

  :معلوم بودن مقادیر تنش ابتدا مختصات مرکز دایره و شعاع دایره را مشخص مینماییم

6
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روي محور افقی ترسیم میکنیم و قطري  6و مرکز  3.61بر این اساس یک دایره به قطر 

),(:ییعن{ ) 4,3(و ) 3-,8(از آن که از نقاط  xyx τσ ),(و  − xyy τσ . میگذرد، ترسیم میکنیم }+
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براي رسیدن به حالت المان مایل قطر به دست آمده را به میزان دو برابر زاویه مورد نظر 

زاویه قطر دایره قبل از . درجه و به صورت پادساعتگرد میچرخانیم 40یعنی به میزان 

  :به دست می آید چرخش با افق به شرح زیر

3.565.1tan25.1
48
322

2 1 ==⇒=
−
×

=
−

= −α
σσ

τ
α

yx

xytag  

 16.3درجه کمتر و برابر  40بر این اساس زاویه قطر دایره پس از چرخش با افق پس 

، پس اعداد انتهایی هستیم xσ'چون ما بر روي صفحه دوران کرده به دنبال  . خواهد بود

را مشخص  xσاز چرخش عدد مربوط به  از قطر دوران کرده را استفاده میکنیم که قبل

تنش  xσ'و  xσو همانطور که قبلاً نیز گفته شد، طبقه قرار با ) همانند شکل زیر. (میکرد

  نمایش داده میشود) xyτ(برشی با علامت مخالف 
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  : تپس خواهیم داش

ksiR
ksiR

yx

avex

013.13.16sin61.33.16sin
46.93.16cos61.363.16cos.

''

'

===
=+=+=

τ
σσ  

براي المان با تنشهاي نشان داده شده مطلوبست محاسبه تنشهاي اصلی و :  مثال

  زاویه المان با تنشهاي اصلی با افق
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  : جواب

  
براي المان با تنشهاي نمایش داده شده مطلوبست محاسبه زاویه صفحه اي که : مثال

همچنین مقدار . ر تنش برشی ماکسیممدر آن تنش برشی ماکسیمم رخ میدهد و مقدا

  تنش عمودي در صفحه مورد نظر
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مقدار تنش برشی ماکسیمم برابر شعاع دایره موهر است و تنش برشی ماکسیمم  : جواب

در این شرایط مقدار تنش . در قطري از دایره موهر رخ میدهد که این قطر عمودي باشد

  .ین خواهد بودعمودي برابر مختصات مرکز دایره یا تنش میانگ
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در بالا در فرمول محاسبه زاویه چرخش با توجه به اینکه در شکل ترسیم شده زاویه اي 

که قطر مایل باید بچرخد تا به قطر قائم برسد به صورت ساعتگرد است و طبق قرارداد 

در مورد . چرخش ساعتگرد منفی میباشد، از یک علامت منفی نیز استفاده شده است

تا  0ت آمده هم به یاد داشته باشید که معادله آرك تانژانت همیشه در فاصله زاویه به دس

بر این . درجه با هم دارند 180درجه دو جواب دارد که این دو اختلافی به میزان  360

را به عنوان جواب داریم که با نصف کردن این  118.07و  61.93-اساس ما دو زاویه  

  .میرسیم 30.96-و  59.04دو زاویه به مقادیر بالا یعنی 

  
بالاخره مقدار تنش نرمال در صفحه اي که تنش برشی ماکسیمم رخ میدهد به شکل زیر 

  :محاسبه میشود

  
براي المان نمایش داده شده در شکل زیر مطلوبست محاسبه مقادیر تنش در : مثال

. ددرجه در جهت عقربه هاي ساعت بچرخ 25المان به میزان ) aالمان در صورتی که 

b ( درجه خلاف عقربه هاي ساعت بچرخد 10در صورتی المان.  
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  : جواب
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براي شرایط تنش نشان داده شده براي المان شکل زیر مطلوبست محاسبه  : مثال

درجه در جهت عقربه هاي ساعت  25در صورتی که المان ) aتنشهاي عمودي و برشی 

  . به هاي ساعت بچرخددرجه در خلاف عقر 10در صورتی که المان ) bبچرخد 

  

  : جواب
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کرنش .  به صورت خط چین تغییر شکل نموده است ABCDصفحه مربع شکل :  مثال

  چقدر است؟ ACمحوري ایجاد شده در طول قطر 

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  )82سراسري (

  

براي . میتوان مقادیر کرنشها در جهات مختلف را محاسبه نمودبا توجه به شکل   :جواب 

چون . ي مقادیر تغییر طول را به طول اولیه ضلع تقسیم میکنیممحاسبه کرنشهاي عمود

تغییر طولها به صورت افزایش طول است ، مقادیر کرنشهاي عمودي مثبت فرض در نظر 

براي . مقدار تغییر زاویه المان هم نشان دهنده کرنش برشی المان است. گرفته میشود

ن کرنش برشی ناشی از چه تشخیص مثبت یا منفی بودن کرنش برشی باید دید که ای

اگر تنش برشی متناظر مثبت باشد، کرنش برشی نیز مثبت است و . تنش برشی است

تنش برشی متناظر به شکل زیر خواهد بود که طبق آنچه قبلاً  با توجه به شکل. بالعکس

  . گفته شده است کرنش برشی مثبت خواهد بود
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را محاسبه کنیم، باید مقدار کرنش  ACتغییر طول ایجاد شده در قطر  براي اینکه ما مقدار

را به دست ) به صورت پادساعتگرد(درجه اي  45محوري در المان در صورت چرخش 

با توجه به ( درجه و با مقدار مثبت 45بر این اساس مقدار زاویه چرخش .  آوریم

مقدار . (را محاسبه میکنیم xε'ار خواهد بود و بر این اساس ما مقد )پادساعتگرد بودن آن

'yε در اینجا نشان دهنده کرنش محوري در راستاي قطرBD خواهد بود (  
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610400اي صفحه  نشکر  وضعیت  یک  در  که  صورتی در:ثالم −×−=xε 

66 1020010150 −− ×=×= yxy εγ . محاسبه ي حداکثر کرنش برشی مطلق مطلوبست ، شدبا ,

  )82سراسري (

   :جواب

( ) ( ) 622622
max 10618150200400102 −− ×=+−−=+−== xyyxR γεεγ  
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روي . در یک نقطه از سازه اي ،  المانی مطابق شکل نشان داده شده است: مثال

. و تنش عمودي صفر است 10Mpaصفحات نشان داده شده ،  تنش برشی مساوي 

21مقادیر تنشهاي اصلی  ,σσ  80سراسري (چقدر است؟(  

  

به (درجه با افق  30در اینجا ما دو صفحه یکی به صورت افقی و دیگري با زاویه  : جواب

هر یک از این دو صفحه داراي یک وضعیت تنش شامل یک . داریم) صورت پادساعتگرد

ک نقطه از هر کدام از آنها نمایانگر ی برشی میباشد کهو یک تنش ) عمودي (تنش نرمال 

دایره موهر میباشند که بر این اساس ما مختصات دو  نقطه از دایره موهر را خواهیم 

در . مگاپاسکال است 10در هر دو صفحه مقدار تنش نرمال صفر و تنش برشی . داشت

براي هر یک از دو راستا دو تنش . مورد علامت تنش برشی به این شرح عمل میکنیم

. سطح موازي المان وارد میشوند، تشکیل یک کوپل میدهندبرشی ترسیم شده که به دو 

اگر این کوپل ساعتگرد باشد علامت مثبت و در غیر این صورت مثبت در نظر گرفته 

در اینجا دو تنش برشی که به سطوح افقی المان وارد میشوند تشکیل یک کوپل . میشوند

بر عکس دو تنش برشی که . پادساعتگرد میدهند که در نتیجه علامت آنها منفی خواهد بود

به سطوح مایل المان وارد میشوند تشکیل کوپل ساعتگرد میدهند و علامت آنها مثبت 
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)10,0,()10,0(پس ما دو نقطه به مختصات  . خواهد بود خواهیم بر روي دایره موهر  −

ي که در دایره موهر نقطه ا ،درجه است 30با توجه به زاویه دو سطح المان که . داشت

درجه اي و به صورت پادساعتگرد  60نشانگر تنش در سطح افقی المان است با چرخش 

با توجه به موارد گفته . برسد مربوط به وضعیت تنش در سطح مایل باید به نقطه دوم

  :شده دایره موهر مطابق شکل زیر خواهد بود

  
  :شعاع دایره موهر به شرح زیر محاسبه میشود

20
30sin

10
==R  

  :مختصات مرکز دایره نیز به شرح زیر محاسبه میشود

32.1730cos20 −=−=aveσ  

  :تنشهاي اصلی نیز به شرح زیر محاسبه میشوند
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Mpa
Mpa

68.22032.17
32.372032.17

2

1

+=+−=
−=−−=

σ
σ  

دو تنش محوري و برشی روي  هر ، ان مربع شکل نشان داده شدهبراي الم: ثالم

  )79سراسري (چه قدر است؟ xyτبرابر صفر می باشد تنش برشی ABقطري  صفحه 

  
  : جواب

100
2

100100
2

?100100

−=
−−

=
+

=

=−−=

yx
ave

xyxx

σσ
σ

τσσ
   

xyبا توجه به آن که  σσ قطري از دایره که نشان دهنده وضعیت  ،با هم مساوي هستند,

تنها در این حالت (. باشد باید قطر عمودي دایره باشد ان قبل از دوران میمتنش در ال

 .)مقادیر تنش عمودي بر روي دو وجه عمود بر هم المان با هم برابر میشوداست که 

در  .خواهد بود 100-مقدار تنش عمودي در اینجا همان مختصات مرکز دایره و برابر 

اینجا مقدار تنش برشی نیز برابر شعاع دایره موهر خواهد بود که البته این شعاع در این 

y′  
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برسیم، باید  abاینکه به وضعیت تنش بر روي قطر براي  .مرحله براي ما نامشخص است

 90این دوران بر روي دایره موهر . درجه به صورت پادساعتگرد بچرخانیم 45المان را 

درجه اي تبدیل به قطر  90قطر عمودي پس از چرخش . درجه و پادساعتگرد خواهد بود

رت سوال در مطابق صو. دراین حالت مقدار تنش برشی صفر خواهد شد. افقی میشود

که بر این اساس لازم است  علاوه بر تنش برشی مقدار تنش نرمال نیز صفر است abقطر 

 100که دایره موهر بر محور عمودي مماس باشد و به این ترتیب شعاع دایره موهر برابر 

خواهد  100میگردد و قطعاً مقدار قدر مطلق تنش برشی در حالت قبل از چرخش نیز برابر 

انتهایی از قطر پس در نیتجه . است yσ'قطر مایل تنش عمودي مورد نظر ما  بر روي .شد

درجه اي به صورت پادساعتگرد  90، پس از چرخش است yσعمودي دایره که نشانگر 

بر این اساس . است abبه نقطه اي خواهد رسید که نشانگر وضعیت تنش در صفحه 

خواهد بود که در زیر محور افقی قرار  yσی از قطر عمودي نشانگر وضعیت تنش انتهای

),(با توجه به اینکه این نقطه داراي مختصات . دارد xyy τσ  است و مقدار تنش برشی

البته با  100عدد  هماننیز  xyτاست، پس مقدار تنش برشی  100-متناظر با این نقطه 

  .خواهد بود علامت منفی

Mpaxy 100−=τ  
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پس از اعمال تنشهاي نشان داده . در شکل زیر المان ابتدا به شکل مربع است: مثال

  )78سراسري (کدام رابطه صحیح است؟ . شده، طول قطرهاي المان تغییر نمیکند

1- 0,0 ==≠ yxxy σστ 

2- 0,0,0 ≠≠= yxxy σστ 

3- yxxy σστ −=≠ ,0 

4- yxxy σστ −== ,0 

  

مربع نتیجه میشود که کرنش در  هايبا توجه به ثابت بودن طول قطر  : جواب

درجه اي  45یعنی در صورت چرخش . مربع صفر است هر دو قطر راستاي 
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نرمال در هر دو راستاي مقدار کرنش ) درجه اي بر روي دایره موهر 90و (المان 

''0( صفر خواهد شد ’yو  ’xعمود بر هم  == yx εε(. پس قطري از مربع که

هاي کرنشبا توجه به مساوي بودن  (،نمایشگر وضعیت تنش پس از چرخش است

. یک قطر عمودي خواهد بود ،)در در دو صفحه اصلی آن مایلنرمال المان 

صفرند، مرکز دایره نیز  )ديکرنشهاي عمو( همچنین با توجه به اینکه این دو مقدار

 90با توجه به عمودي بودن قطر پس از چرخش . منطبق بر مبدا مختصات میگردد

نش قبل از دوران است، یره که نمایش دهنده وضعیت کردرجه اي ، قطري از دا

قطر افقی دایره خواهد بود که بر این اساس قبل از چرخش المان مقدار کرنش 

با توجه به اینکه  همچنین .نش برشی صفر خواهند بودبرشی و به تبع آن مقدار ت

میتوان نتیجه گرفت که  ،مرکز دایره بر روي مبدا مختصات قرار گرفته است

 مقادیر کرنش عمودي در هر المان با هر زاویه نسبت به هم قرینه میباشند

)yx εε نشان  ABر در شکل زیر که مربوط به دایره موهر کرنش است ، قط. )=−

نشان دهنده وضعیت کرنش قبل  CDدهنده وضعیت کرنش پس از چرخش و قطر 

  .از چرخش است

  
0.0 ==⇒= Gxyxyxy γτγ  
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yxyx

xyyx

xyyxyx

xyyyxx

yx

yx

EE

EE

σσσνσν

νσσνσσ

νσσνσσεε

νσσενσσε

εε

εε

−=⇒−−=−⇒

+−=−⇒

+−=−⇒−=

−=−=

−=
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)1()1(

)(1)(1

)(1),(1

0''

  

 . بر این اساس گزینه چهارم صحیح خواهد بود

کدام گزینه . در المانی تنشهاي برشی روي صفحات نشان داده شده صفر است: مثال

  )78عمران (باشد؟درست می

  

ز دایره بر روي دایره موهر نقاطی که داراي تنش برشی صفر هستند نقاطی ا :جواب

در حالت معمول دایره . را قطع میکنند )محور تنشهاي عمودي(هستند که محور افقی 

اما در اینجا در سه وجه مقدار تنش . تنها در دو نقطه  محور افقی را قطع میکند موهر 

براي آنکه این مساله امکانپذیر گردد ، لازم است که دایره موهر . ه استبرشی صفر شد

تبدیل به تنها یک نقطه گردد که در این حالت در تمامی حالات تنش برشی صفر خواهد 

نیز با یکدیگر  هوقتی دایره تبدیل به نقطه گردد مقادیر تنش عمودي در تمامی وجو. شد

  . بر این اساس گزینه یک صحیح میباشد. دگردو برابر مختصات مرکز دایره می مساوي
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اعمال شود،  Aو سطح  dبه دو انتهاي یک میله به قطر  T=FDهر گاه کوپل : مثال

  )75سراسري (ماکسیمم  تنش کششی در میله چقدر خواهد بود؟  

  

لنگر . همانطور که در شکل دیده میشود، به میله یک کوپل پیچشی وارد میشود : جواب

این  ماکسیمم مقدار. قطع دایره اي تنها یک تنش برشی به وجود می آوردپیچشی در م

  :تنش برشی به شرح زیر قابل محاسبه است

24

2

2
...

d
F

d

ddF

J
rT

π
π

τ ===  

براي . اما آنچه که در صورت سوال خواسته شده است مقدار ماکسیمم تنش کششی است

در حالت بالا که تنش . به دست آوردن ماکسیمم تنش کششی از دایره موهر کمک میگیریم

برشی ماکسیمم رخ میدهد، هیچ تنش عمودي دیگري به المان وارد نمیشود و بر این 

اساس ما بر روي نقطه اي از دایره موهر منطبق بر محور عمودي هستیم و مرکز دایره 

به صورت (در این حالت ماکسیمم تنش عمودي . نیز روي مبدا مختصات قرار دارد

ابر شعاع دایره خواهد شد که این شعاع نیز همان مقدار تنش برشی بر) کششی یا فشاري
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پس مقدار ماکسیمم تنش کششی همان مقدار محاسبه شده در بالا براي . ماکسیمم میباشد

  .تنش برشی ماکسیمم است

  
را چنان تعیین نمایید که  exyان نمایش داده شده در شکل زیر حدود براي الم: ثالم

  ) 82عمران آزاد ( شود؟  MPa 150ساوي کوچکتر یا م maxتنش 

  
  :جواب
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در المان مایل نمایش داده شده در شکل زیر با توجه به مقادیر تنش،  :  مثال

βαمطلوبست  محاسبه مقادیر تنش در صفحات    )79آزاد ( و محاسبه تنشهاي اصلی  ,

  
را به  ’yو جهت   30Mpaرا به موازات تنش عمودي  ’xت در المان مایل جه : جواب

به این ترتیب مقدار تنش برشی در المان .  فرض میکنیم 50Mpa-موازات تنش عمودي 

βαصفحات . مایل نیز مثبت خواهد شد و نیز به ترتیب داراي تنش عمودي  ,

xy σσ مایل را مبنا فرض کرده وتنش در المان افقی را در در اینجا المان . میباشند,
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بر این اساس چون . ساعتگرد محاسبه میکنیمدرجه اي به صورت  30صورت چرخش 

  . چرخش ساعتگرد است، تغییر زاویه با علامت منفی در نظر گرفته میشود

40,50,30 '''' +=−== yxyx τσσ  

MpaCosSinCosSin

MpaSinCos

SinCos

MpaSinCos

SinCos

yx
yx

xy

y

yx
yxyx

y
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503022
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64.4)60(40)60(
2

5030
2

5030

22
22

64.24)60(40)60(
2

5030
2

5030

22
22

''
''

''
''''

''
''''

=−+−
+

−=+
−

−=

=−−−
+

−
−

==

−
−

−
+

=

−=−+−
+

+
−

==

+
−

+
+

=

θτθ
σσ

τ

σσ

θτθ
σσσσ

σ

σσ

θτθ
σσσσ

σ

α

β

  

  :هاي اصلی نیز به شرح زیر عمل میکنیمبراي به دست آوردن مقادیر تنش

oo 5.224521)
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402()
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این زاویه باید به صورت پادساعتگرد در نظر چون مقدار زاویه مثبت به دست آمده است 

چون مقادیر قرار داده شده در (این زاویه با المان مایل باید سنجیده شود . گرفته شود

المان مایل براي رسیدن به صفحات اصلی باید یعنی ). روابط، تنشهاي المان مایل بودند

با توجه به اینکه این المان خود داراي زاویه . درجه به صورت پادساعتگرد بچرخد 22.5

قی و قائم درجه با راستاي قائم و افقی است، پس از چرخش زاویه اي که با راستاي اف 30

  . درجه خواهد بود 52.5میسازد برابر 
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مطلوبست محاسبه تنشهاي اصلی و زاویه المانی که  Hنقطه  در شکل زیر براي: مثال

  )76آزاد (. است 150lbبرابر  Pمقدار بار . این تنشها در آن رخ میدهد

  
ایجاد یک لنگر پیچشی و یک لنگر خمشی در  Dوارده شده به نقطه  Pنیروي : جواب

نیز در این  Pمیزان یک نیروي برشی به .  (از آن میگذرد، میکند Hمقطعی از میله که نقطه 

در قسمت بیرونی مقطع قرار دارد، این  Hمقطع ایجاد میشود، ولی با توجه به اینکه نقطه 

 ایجاد تنش عمودي Hلنگر خمشی در نقطه .) تنش برشی در این نقطه نمیکندنیرو ایجاد 

با توجه به جهت لنگر خمشی در . و لنگر پیچشی ایجاد تنش برشی میکند yدر راستاي 

صفر  xمقدار تنش نرمال در راستاي محور . یک تنش کششی ایجاد میگردد H نقطه

  .خواهد بود
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  کمانش در ستونها

در راستاي جانبی  ستون تمایل دارد که از زیر بار ،در اثر اعمال بار فشاري به ستونها

ستون از شکل  ،بحرانی کمانش مقداربا افزایش بار فشاري و رسیدن آن به . دور شود

کمانش در پدیده را عادي خود خارج می شود و به صورت کمانی در می آید که این 

  . ستون می نامند

ود بار بحرانی فشاري که باعث ایجاد این پدیده می شود بار بحرانی کمانش نامیده می ش

  : و طبق فرمول اویلر و از رابطه ي زیر محاسبه می شود

  

( )2

2

lK
EIPcr

π
=  

L : طول مهار نشده ستون  
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K :ضریب طول ستون .  

E :مدول الاستیسیته.  

I :م اینرسیوان دمم .  

منظور از مهار هر چیزي است که بتواند جلوي کمانش ستون را بگیرد و به طور مثال 

بندها و دیوارهاي برشی نقش مهار ستون را  دن در طبقات، باتیرهاي متصل به ستو

شده ستون فاصله دو مهار متوالی در نمیتوانند داشته باشند در این حالت طول مهار 

ل طول ستون در نظر گرفته ک ،وجود نداشته باشدستون می باشد اگر هیچ گونه مهاري 

  . می شود

K،  تکیه گاهی دو انتهاي خود دارد طول ستون می باشد و بستگی به شرایطضریب .

  : براي برخی از شرایط متداول تکیه گاهی این ضریب به شکل زیر است

  
 0.65براي حالت یک سر گیردار ، یک سرمفصل ضریب طول به صورت تئوریک برابر 

  . در نظر گرفته میشود 0.7است ولی در عمل بعضاً در جهت اطمینان این عدد برابر 

ستون محاسبه شود و مقدار  x,yباید حداقل حول دو محور اصلی بار محوري کمانش 

در برخی از مقاطع (. کمانش در نظر گرفته شود بحرانیاین حالت ها به عنوان بار  مینیمم
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نیست و یک محور مایل محور بحرانی کمانش  yو  xنظیر نبشیها محور بحرانی محور 

درجه با محور اصلی  45با زاویه براي نبشی با دو بال مساوي این محور . خواهد بود

  .)میباشد

( ) ( )
( )crycrxcr

yy
cry

xx
crx

PPP
K

EIP
K

EIP

,min
.. 2

2

2

2
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ll

ππ

  

ممکن است با هم متفاوت  x,yحول دو محور  Kو  lبراي محاسبه ي بار کمانش مقادیر 

  . باشند

  : ش بحرانی کمانشتن

  . ش بحرانی کمانش بدست می آیدتنبا تقسیم بار بحرانی کمانش به مساحت ستون 
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r
Kl

=⇐ γ ضریب لاغري ستون  

مال کمانش آن نیز اضافه می شود و تنش قدر لاغري ستون بیشتر شود احتر چه* 

  . بحرانی کمانش کم می شود
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است که بار بحرانی کمانش آن حول هر دو محور اصلی  ستون زمانی بهینه: ستون بهینه

است که ضریب لاغري ستون حول هر دو لازمه  این موضوع آن  .آن با هم برابر شوند

  . با هم برابر باشد آن محور اصلی

دو  حول Iیا  rحول هر دو محور یکسان باشد کافی است که مقادیر   l,Kاگر مقادیر 

  .محور اصلی با هم برابر باشند

مطلوبست محاسبه ي  hو ارتفاع  bمثلث و مستطیل به عرض  براي دو شکل: ثالم

آزاد (. عبور می کنندشکل از مرکز ثقل   x,yمحورهاي  xمحور یراسیون حول ژشعاع 

79(  

  
  :مستطیل 

bhAbhI

hh
bh

bh

A
Ixr
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,
12

3212
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  :مثلث 

bhAbhI x 2
1,

36
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2318
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r ===  

به ضریب لاغري  bمربعی به عرض نسبت ضریب لاغري ستونی با مقطع : ثالم

به شرط آن که سطح  rه اي به قطر دایرع طستونی هم جنس و کاملاً مشابه با مق

  )82آزاد (مقطع آنها با هم یکسان باشد چه قدر است؟ 

                     :جواب

   ππ rbrbAA =⇒=⇒= 22
21  

  :خواهیم داشت) دایره( 2و مقطع ) مربع( 1براي مقطع 
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  . آنها نیز با هم یکسان است k, lند ستون مشابه وچون د
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  )75سراسري (چقدر است؟  شکل زیر در  ABبار بحرانی کمانش میله : ثالم
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   :جواب

را می گیرد و با توجه به وجود تکیه  Bصلب است جلوي دوران انتهاي  BCچون میله 

گرفته شده است و پس  Bنقطه رکت جانبی این تکیه گاه نیز در حاجازه  Cگاه مفصلی 

  . داراي شرایط تکیه گاهی گیردار می باشد Bعملاً نقطه ي 

( )2

2

70 l/
EIPcr

π
=  

براي آن که ستون کمانش نکند چه قدر است؟  wدر شکل زیر حداکثر مقدار : ثالم

  )77سراسري (

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

  

  :جواب

 .می رسد سمت چپتکیه گاه به نصف دیگر و بار تیر به ستون  ، نصفبا توجه به تقارن

. همچنین با توجه به اتصال مفصلی تیر به ستون ، انتهاي بالاي ستون اجازه دوران دارد

از طرف دیگر به علت وجود یک تکیه گاه مفصلی در سمت چپ تیر عملاً جلوي حرکت 

بر این اساس ستون داراي شرایط یکسرگیردار . جانبی انتهاي بالاي ستون گرفته میشود

  .میتواند فرض شود 0.7یا  0.65واهد بود و ضریب طول آن و یکسرمفصل خ

( )
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EIWEIWP

EIEIP

cr
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 lکه قادر است ستونی دو سر مفصلی به طول ∆Tمقدار تغییرات درجه حرارتی : ثالم

  )81سراسري ( را به حد کمانش برساند چه قدر است؟ αو ضریب استنباطی 
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چون کمانش در اثر بار فشاري ایجاد می شود تغییرات دما باید به صورت : جواب

را حذف کرده و به جاي  Bتکیه گاه   .تحت فشار قرار گیرد ABافزایش دما باشد تا میله 

یک معادله . را اضافه میکنیم RBآن واکنش این تکیه گاه به صورت فشاري و به مقدار 

سپس مقدار . دن تغییر شکل افقی این تکیه گاه مینویسیمسازگاري نیز مبنی بر صفر بو

تغییر طول میله . تغییر طول این میله را محاسبه کرده و با صفر مساوي قرار میدهیم

به این روش مقدار  .و بخش دیگري ناشی از تغییر دما است RBبخشی ناشی از نیروي 

RB ن و مقدار تغییر دمایی محاسبه شده و بر اساس آن میتوان بار بحرانی کمانش ستو

  .که باعث آن میشود را به دست آورد

  B∆=0 :معادله سازگاري   
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می توانند در هر  ، سه ستون دو سر مفصل که جنس و طول یکسانی دارند: ثالم

دایره و  ،عمتساوي الاضلا مثلث با توجه به این که مقطع ستونها .جهتی کمانش کنند

مربع می باشند و مساحت مقطع هر سه ستون با هم مساوي است کدام مقطع داراي 

  )80سراسري (بار بحرانی بیشتري است؟ 
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 aو مثلث متساوي الاضلاع را به ضلع   b، مربع را به عرض  rدایره را به شعاع  : جواب

 3ه را مقطع شماره و دایر 2، مربع را مقطع شماره 1مثلث را مقطع . (در نظر میگیریم

  )میگیریم

  :می نویسیم a همه را بر حسب

  
4

2
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2
2

321
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πππ
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rararb
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==⇒==
  

ظرفیت ستونی بیشتر است که  ،ون با هم برابر استتسبا توجه به آن که سطح مقطع سه 

یعنی  rاین مساله تنها بستگی به  K , Lودن ن بلاغري آن کمتر باشد با توجه به یکسا

با . یراسیون باید بیشتر شودژاع براي کاهش لاغري شع .دمقاطع دار یراسیونژشعاع 

عی پس مقط. بیشتر شود Iباید  rتوجه به یکسان بودن سطح مقطع براي بیشتر شدن 

  . ان اینرسی آن بیشتر باشدبیشترین باربري  را دارد که مم
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2: ارتفاع مثلث
3a
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مثلث متساوي الاضلاع داراي باربري بیشتري نسبت به بقیه مقاطع  بر این اساس مقطع

  .میباشد

و امتداد مطابق شکل رو به در دمستطیل شرایط تکیه گاهی یک ستون با مقطع : ثالم

  )79سراسري (بهینه چه قدر است؟  h/bسبت ن .رو است

  

  : جواب

. بررسی قرار گیردمورد  Yو  Xکمانش  حول دو محور   براي این ستون باید دو حالت

براي آنکه ستون بهینه باشد لازم است که مقدار بار بحرانی کمانش براي کمانش حول دو 

براي این منظور کافی است که مقدار ضریب لاغري حول هر دو . محور با هم برابر باشد

  . محور با هم برابر باشند
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با .  ا مقطع و جنس یکسان تشکیل شده استاز دومیله باریک ب ABCخرپاي :  مثال

چه زاویه فرض اینکه فرو ریختن خرپا در اثر کمانش اعضاي آن صورت گیرد، تحت 

θ  میتوان بیشترین بار p  با فرض آنکه(را بر خرپا وارد نمود؟ 
2

0 π
θ .) باشد >>

  )82سراسري (
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را به مولفه در  Pمیتوان بار  BCو  ABد بودن دو راستاي با توجه به عمو:  جواب

  :بر این اساس داریم. راستاي آنها تجزیه نماییم

θθ sin.,cos. PPPP BCAB ==  

براي محاسبه آن لازم . بار کمانش هر یک از این دو میله را محاسبه میکنیمحال مقدار 

فرض کنیم، میتوانیم  Lابر را بر ACاگر طول . است که طول هر یک از دو میله را بدانیم

  :به شرح زیر به دست آوریم Lطول دو میله را بر حسب 

2
360sin.

2
60cos.

LLL
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  . طول دو ستون نیز برابر یک فرض میشودضریب 

1== BCAB kk  

  :بار بحرانی کمانش باشدبار محوري فشاري هر یک از دو میله باید کمتر از مقدار 
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باید مقدار مینیمم را در نظر  ،از بالا به دست آمده است Pاز بین دو مقداري که براي 

مقدار محاسبه شده از رابطه اول بزرگتر و مقدار محاسبه  θبا اضافه شدن مقدار . گرفت

شدن کسیمم که منجر به ما Pحالت بهینه براي نیروي . شده از رابطه دوم کوچکتر میشود
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به این . آن میشود، وقتی است که مقدار محاسبه شده از دو رابطه فوق با هم برابر شوند

  :ترتیب خواهیم داشت

o43.18
3
1tan

sin3
4

cos
4

2

2

2

2

=⇒=⇒= θθ
θ

π
θ

π
L
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یک  ABمیله  .مقابلسازه در شکل و تعیین بار بحرانی مطلوبست محاسبه :  مثال 

  )79سراسري ( .میله صلب است

  

در مسایل شامل میله هاي صلب و فنر براي محاسبه مقدار بار بحرانی کمانش،  :جواب

حاسبه نیرو در فنرها و رفته و با مابتدا یک حالت تغییر شکل یافته براي میله در نظر گ

از حد  Pاگر بار حال . را به دست می آوریم Pمقدار بار  ،نوشتن معادله تعادل نیروها

از حالت تعادل محاسبه شده بیشتر شود، دیگر رابطه تعادل برقرار نخواهد بود و میله 

   .خواهد بودمقدار بار بحرانی میله  ،این اساس مقدار محاسبه شدهبر . خارج میشود

http://www.jafarii.blogfa.com
http://www.iransaze.com


مھندس احمدرضا جعفری : تھیھ کننده  
www.jafarii.blogfa.com , www.iransaze.com 
 

 

یله صلب است، مچون . شکل زیر فرض میکنیم که میله دچار تغییر شکل شده استمطابق 

  .دچار انحنا در خود نمیشود و مستقیم باقی میماند پس از تغییر شکل

  
  :اساس تشابه داریمبر 

∆=∆

∆=∆

3
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  :به همین ترتیب مقادیر نیروها در دو فنر را محاسبه میکنیمو 
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kkF
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22
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  :را مینویسیم Aمعادله تعادل لنگر حول نقطه حال 
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صورتی که بار در . بار بحرانی کمانش میله برابر مقدار محاسبه شده در بالا میباشدپس 

P ل برقرار نخواهد بوددرابطه تعا از حد بالا بیشتر باشد، دیگر.  

  )76سراسري (در شکل زیر چقدر است؟  Pنیروي کمانش  :مثال

  

این حالت نیز فرض میشود که یک در . این مساله نیز همانند مساله قبلی میباشد :جواب

هم با  باز. یمو در فنر را محاسبه میکنتغییر شکل در فنر ایجاد میگردد و بر این اساس نیر

اینجا مجموعه را از محل در . دلات تعادل مقدار بار بحرانی را محاسبه میکنیمنوشتن معا

دیاگرام آزاد هر کدام از این دو تکه را رسم و . مفصل میانی به دو قسمت تقسیم میکنیم

  . مساله در شکل زیر نمایش داده شده استاین . میکنیم
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تکه سمت چپ این معادله را براي . هر یک از دو تکه معادله تعادل لنگر را مینویسیمبراي 

  . مینویسیم Bتعادل را حول نقطه و براي تکه سمت راست این معادله  Aحول نقطه 

  
تقسیم شده است که یکی به سمت چپ و دیگري  F2و  F1نر به دو بخش بالا نیروي فدر 

  . این دو نیرو برابر همان نیروي فنر استمجموع . به تکه سمت راست وارد میشود

  )75سراسري (بار بحرانی شکل زیر چقدر است؟  :مثال

  

  :براي این مساله نیز به شکل دو مساله قبل عمل میکنیم  :جواب
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  )82آزاد  ( بار بحرانی چقدر است؟ر شکل زیدر تیر : مثال 

  

تیر را به صورت شکل زیر میتوان . فنرها به صورت تکیه گاه تیر عمل میکنند :جواب

  :زدتقریب 
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این اساس میتوان فرض کرد که تیرها به صورت تیر دو سرمفصل عمل میکنند و بر 

این ترتیب بار بحرانی کمانش تیر برابر خواهد بود به . برابر یک میباشدطول آنها ضریب 

  :با

  
  )82آزاد ( .تیر زیر را محاسبه نماییدکمانشی مقدار بار بحرانی  :ثالم

  

نقشی درکمانش تیر ندارد و تنها باعث ایجاد خمش در تیر  2Pدر تیر شکل بالا بار  :جواب

با . موثر است ،که به صورت فشاري است Pمحاسبه بار کمانش تیر تنها بار در . میشود

 نیز توجه به شرایط تکیه گاهی تیر که به صورت دوسرمفصل است، ضریب طول تیر

  :این ترتیب خواهیم داشتبه  . برابر یک خواهد بود
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  )81آزاد ( .یک میله صلب است ABمیله  سیستم مقابل چقدر است؟بار بحرانی  :مثال
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چون باید ( :دهدزیر تغییر شکل ب دلخواه فرض میکنیم که سیستم بالا به شکل  :جواب

سیستم پس از تغییر شکل داراي تعادل در راستاي افقی باشد، باید یکی از دو فنر فشرده 

که  وي افقی مساوي و خلاف جهت ایجاد شودشده و دیگري افزایش طول دهد، تا دو نیر

  ).همدیگر را خنثی نمایند

  
و معادله تعادل نیرو در  Bمعادله تعادل لنگر حول نقطه  ،محاسبه نیرو در دو فنرضمن 

  . را مینویسیم) Xمحور (راستاي افقی 
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و بار اویلر میله  میباشندسطح مقطع یکسان داراي هر سه میله زیر در شکل   :مثال

  )73اسري سر(بحرانی کل سازه چقد ر است؟ بار . است PE وسط 

  

باشد، طول دو میله مایل کناري برابر  Lبرابر اگر فرض کنیم که طول میله میانی   :جواب

3
32

2/330cos
' LLLL ===   .خواهد شد  

  :ل زیر محاسبه خواهد شدکاین اساس مقدار بار بحرانی دو میله کناري هم به شبر 
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کافیست که معادله تعادل نیروها در  Pبراي به دست آوردن مقدار بار بحرانی حال 

  :راستاي عمودي را بنویسیم
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به زمینند و  یله مایل داراي اتصالات گیرداردر مثال قبل فرض کنید که دو م :مثال

  )82آزاد . (را دوباره محاسبه نمایید Pمقدار بار 

  

در اینجا تنها ضریب طول میله هاي کناري نسبت به حالت قبل فرق خواهد کرد و   :جواب

  :داشتخواهیم . میباشد 0.7برابر 
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