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 ّای چٌذ هتغیرُلطة ٍ صفر در سیستن

  SISOّإ  در س٘ستن ّإ چٌذ هتغ٘زُ، تؼ٘٘ي طفزّا ٍ لغة ّا تِ سادگٖ س٘ستن

ُ ذوِ تزدار جْت ًاه٘ ذّا لغة ّا ٍ طفزّا تزدارّإ هتٌاظزٕ دارً. در اٗي س٘ستنً٘ست

 هٖ شًَذ.

ّإ چٌذ هتغ٘زُ تِ لغة ٍ طفز در س٘ستن  (System Type)ّوچٌ٘ي ًَع س٘ستن  

 س٘ستن ٍاتستِ است.

 تؼییي لطة ّا از رٍی فضای حالت (1

تزإ ٗه س٘ستن چٌذ هتغ٘زُ تا ًواٗش فضإ حالت 

ّإ س٘ستن ّواى همادٗز ٍٗژٓ هاتزٗس هماتل، لغة

A  ًِ ٍ ّستٌذ وِ ًِ ارتثاعٖ تِ تؼذاد ٍرٍدٕ ّا

 ارتثاعٖ تا تؼذاد خزٍجٖ ّا دارد.

X AX BU

Y CX DU

 

 

 0SI A  

 ]هاتریس سیستن [ P(S)تؼییي لطة ّا از رٍی هاتریس  (2

 .در ًواٗش هاتزٗس رسًثزان داشت٘ن

س٘ستن راتغٔ سٗز تزلزار ٍ در هاتزٗس تاتغ تثذٗل 

 تَد.
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آٗذ لغة ّا ّوَارُ اس هسإٍ طفز لزاردادى ػثارت هخزج تاتغ تثذٗل س٘ستن تذست هٖ

)                           وِ عث٘ؼتاً هٖ تَاى آًْا را اس ػثارت هماتل تؼ٘٘ي وزد. ) 0P s 
 

 است.  P(s): هرتثِ سیستن ّوچٌاى  درجة دترهیٌاى  هْن ًىتِ

 

 از رٍی هاتریس تاتغ تثذیل سیستن  MIMO( تؼییي لطة ّای سیستن  3

 فزهت ػوَهٖ ٗه هاتزٗس تاتغ تثذٗل را هٖ تَاى تِ فزم سٗز ًَشت.
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m  ٍ             تؼذاد ٍرٍدٕ ّا  :l تؼذاد خزٍجٖ ّا  : 

 : لطة ّای سیستن 
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 dij(s)=0:  تواهٖ رٗشِ ّإ ػثارت ّإ لغة ّإ س٘ستن ػثارتٌذ اس

 ًىات هْن:

تؼ٘٘ي تؼذاد لغة ّا ) هزتثٔ س٘ستن(  هزتثٔ تىزار ّز لغة تِ سادگٖ اهىاى پذٗز  (1

 ً٘ست.

 وٌذ.هْوٖ را اٗفا هّٖا در تحل٘ل س٘ستن چٌذ هتغ٘زُ ًمش ٍ هَلؼ٘ت لغة دتؼذا (2

ٗل هماتل، ذتزإ هاتزٗس تاتغ تث :هثال

 .لغة ّإ س٘ستن را تؼ٘٘ي وٌ٘ذ
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،  دٍ تار  تىزار شذُ ، اها  S=-2،  سِ تار ٍ  لغة   S=-1گزدد وِ لغة هلاحظِ هٖ

ظاّز   2-ٍ    1-،   1-تا تَدُ ٍ تِ طَرت   3ّإ س٘ستن خَاّ٘ن دٗذ وِ   لغة اًتؼذ

 خَاٌّذ شذ.

 

 تؼریف چٌذ جولِ ای لطة ) چٌذ جولِ ای هشخصِ(

 گزدد.إ لغة ّز هاتزٗس تاتغ تثذٗل تِ طَرت سٗز هحاسثِ هٖچٌذ جولِ

ای ذ جولٌِچرا  G(s)وَچىتزٗي هخزج هشتزن ول٘ٔ وْادّإ غ٘زطفز هاتزٗس 

 وٌٌذ.تؼزٗف هٖ س٘ستن  ای لطةچٌذ جولِٗا   هشخصة سیستن

تزإ هاتزٗس تاتغ تثذٗل هماتل،  :هثال

  چٌذ جولِ إ لغة را تؼ٘٘ي وٌ٘ذ.
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 وْادّای هرتثة اٍل: 

 وْادّای هرتثة دٍم: 

 وَچىتریي هخرج هشترن: 

 تیي وْادّا
 چٌذ جولِ ای لطة ) هشخصِ(
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2
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تَاًٌذ اس هسإٍ طفز لزار گزفتي چٌذ هلاحظِ گزدٗذ وِ لغثْإ س٘ستن هٖ:  ًىتِ

 إ هشخظِ تذست آٌٗذ.جولِ

 

لغة ّإ س٘ستوٖ تا هاتزٗس هثال: 

 .تاتغ تثذٗل هماتل را تذست آٍرٗذ
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وْادّإ 

دٍم هزتثٔ
 

وْادّإ 

اٍل هزتثٔ
 

چْار لغة
 

تزو٘ة دٍ ستَى اٍل
 

تزو٘ة ستَى اٍل ٍ سَم
 

تزو٘ة ستَى دٍم ٍ سَم
 

 لطة ّای سیستن 
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 سیستنای تؼریف هاتریس چٌذ جولِ

هاتزٗس تاتغ تثذٗل ٗه س٘ستن چٌذ 

 دادُ شذُ است.ًشاى   G(s)هتغ٘زُ تا 

چىتزٗي هخزج هشتزن َتا تؼ٘٘ي و

را تِ    G(s)تَاى ّا، هٖ dij(s)ت٘ي 

 شىل سٗز ً٘ش ًشاى داد.

 

 

 

إ هاتزٗس چٌذ جولِ P(s)تِ هاتزٗس

ّ٘چ   P(s)در  س٘ستن هٖ گَٗ٘ن.

 ػثارت وسزٕ ٍجَد ًذارد.
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 ذاً هؼادلاوی رزًثران تؼریف دٍ هاتریس سیستن

-ّإ س٘ستن در ًواٗش فضإ حالت، تحت تثذٗل ّواًٌذٕ تغ٘٘ز ًوّٖواًگًَِ وِ لغة

ّإ آى، تحت او٘ذاً هؼادل تَدى س٘ستوٖ ّإ س٘ستن ٍ ساٗز هشخظِوٌٌذ، لغة

(Strict system equivalence)   وٌٌذ.٘ز ًوٖ٘تغً٘ش 

را تا    M1(s)ٗه س٘ستن چٌذ هتغ٘زُ تاشذ، آًگاُ   إچٌذ جولِهاتزٗس   M(s)اگز 

M(s)  ٖاگز: ئ٘نَگاو٘ذاً هؼادل ه 

 ٍ دارإ ٗه تُؼذ تَدُ (1

 هشاتِ ٗه هاتزٗس تاتغ تثذٗل  (2

 .را تشى٘ل دٌّذ
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 M(s)جْت هؼادل تَدى تا   M1(s)ٍٗژگٖ ّإ 

 تاشذ،  پس  راتغٔ سٗز تزلزار است.  M(s)هؼادل  M1(s)اگز 
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 r×r  ٍX(s)  ٍY(s) إ ته هذٍلٖ  تا تؼذ  ّإ چٌذ جولِهاتزٗس  F(s)   ٍE(s)وِ 

 .ّستٌذ  l×r      ٍr×mؼذ  إ تا تُّإ چٌذ جولًِ٘ش تِ تزت٘ة هاتزٗس

 :یادآٍری هاتریس ّای ته هذٍلی 

  ٍ تاشذ وِ دترهیٌاى آى غیرصفر  K(s)، هاتریس  F(s)   ٍE(s)اگر تسروتریي همسَم ػلیِ هشترن 

 خَاًٌذ.هی unimodularرا ته هذٍلی یا   F(s)   ٍE(s)تاشذ،آًگاُ   Sهستمل از 

 تَاى ًشاى داد:اس راتغٔ فَق هٖ
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  M(s)تخَاّذ تا هاتزٗس تاتغ تثذٗل حاطل اس   M1(s)اگز هاتزٗس تاتغ تثذٗل حاطل اس 

 ٗىساى گزدد، تاٗذ رٍاتظ سٗز تزلزار تاشٌذ.
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ٍ   P(s)تَاى ًشاى داد وِ دتزهٌ٘اى هٖ  F  ٍEدى َ:  تا تَجِ تِ ته هذٍلٖ تًىتِ هْن 

P1(s)   .دارإ ٗه رتثِ ّستٌذ 

 

 Smith-Mc Milanی فرم ٍّای سیستن چٌذ هتغیرُ از رتؼییي لطة

 .ًخست تِ تزرسٖ فزم اسو٘ت خَاّ٘ن پزداخت
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در اخت٘ار تاشذ، آًگاُ    l×m  تا تؼذ   (P(s))س٘ستن إ چٌذ جولِاگز هاتزٗس لضیِ : 

         rّا تزاتز Sتاساء ولِ٘   P(s)إ هاتزٗس چٌذجولِ (rank)چٌاًچِ رتثِ

  را تِ شىل هؼادل سٗز در آٍرد.   P(s)تَاى هاتزٗس تاشذ، حتواً هٖ    

وِ تِ ووه ػول٘ات سغزٕ   S(s)تِ هاتزٗس 

 ٍ تِ هٌظَر تذست   P(s)تز رٍٕ  ستًَٖ

  P(s)آٍردى  ٗه هاتزٗس او٘ذاً هؼادل  تا 

 هاتزٗس اطغلاحاً فزم اسو٘تِحاطل شذُ، 

P(s)  ٖگٌَٗذه. 

 P(s) هاتزٗس س٘ستن  در اٌٗجا تا  P(s):  ًىتِ

 در شىل رسًثزان هتفاٍت است.
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 
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 هراجؼِ شَد. 33صفحة  درسی، ترای اثثات لضیة فَق تِ وتاب
 

 :ٍیژگی ّای  هاتریس  اسویت

 ٍیژگی اٍلالف(  
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( )                   1,.......,
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D s
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ٗه   ، S:  تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزن تاٗذ حتواً تى٘ي تاشذ ) ضزٗة تالاتزٗي تَاى ًىتِ هْن

  تاشذ(

 ٍیژگی دٍمب( 

 1( )i s 

 

)تز    )i s  1 .    تخش پذٗز است,......., 1i r          

، تذٍى  Smithّإ تذست آهذُ تزإ هاتزٗس تَاى تا ٍٗژگٖتسادگٖ هٖ:  گیری ًتیجِ

                         .استفادُ اس ػول٘ات همذهاتٖ سغزٕ / ستًَٖ آًزا تشى٘ل داد

چٌذ تا تَجِ تِ هاتزٗس س٘ستن هثال : 

شىل هماتل، فزم اسو٘ت آًزا جولِ إ 

استخزاج وٌ٘ذ.
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l-r 
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 P(s)هاتزٗس   i×iول٘ٔ وْادّإ   تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزنِ
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 D0(s)=1       تزإ اٗي هاتزٗس دارٗن :                                                           

 
 ػثارتست اس:  P(s)ٍ لذا فزم اسو٘ت 

 
 را هْ٘ا ًوَدُ است. Simth-Mc milanتحث فَق، همذهات لاسم جْت استخزاج فزم  

ّإ س٘ستن را ، هٖ تَاى لغة Simth-Mc milanدر ًْاٗت تا استفادُ اس فزم 

 شٌاساٖٗ وزد.

 

 ّای سیستنتِ هٌظَر تؼییي لطة  Smith-McMilanهؼرفی صَرت 

تَاى تاشذ، آًگاُ هٖ  rٍ اس رتثٔ   l×mتا تُؼذ   هاتزٗس تاتغ تثذٗل  س٘ستن  G(s) اگز 

G(s) ٗإ لغزٕ تِ َرا تا ٗىسزٕ ػول٘ات همذهاتٖ سغزٕ/ستًَٖ تِ ٗه هاتزٗس گ

 گٌَٗذ.طَرت سٗز تثذٗل ًوَد وِ تِ آى فزم  اسو٘ت هه ه٘لاى هٖ
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     i(s)ε   ٍ i(s)ψرٍتزٍ، هاتزٗس  در

 دارإ خاص سٗزًذ.

 ًسثت تِ ّن اٍلٌذ. (1

2) 1( )i s 

 

)تز    )i s   تخش

.   پذٗز است
1,......., 1i r  

3) ( )i s

 

)1تز    )i s    تخش

 .پذٗز است

   1,......., 1i r  
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


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ستًَٖ فزم   همذهاتٖ سغزٕ/عٖ ػول٘ات تَاى، هٖارُ َوِ ّواس آًجائ٘ىِ :  ًىتِ

Smith-Mcmilan  ّإ ، لذا حتواً هاتزٗسرا ارائِ ًوَدL-1(s)   ٍR-1(s)  ٖته هذٍل  

  ، تِ ًحَٕ وِ:جَد خَاٌّذ داشتٍ M(s)تِ   G(s)تزإ تثذٗل 
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M s L s G s R s G s L s M s R s    

)1            ارائِ گزدد، دارٗن :    M(s)اس  راست MFDاگز ٗه  ) ( ) ( )M s N s D s 

 

 ذ آهذ.ٌتزإ دٍ ػاهل فَق هاتزٗس ّإ سٗز تذست خَاّ، M(s)تاتَجِ تِ فزم ظاّزٕ وِ

1( ) 0

0

( ) 0

( )

0

r

s

D s

s

I





 
 
 

  
 
 
 
 

 

1( ) 0

0

( ) 0

( )

0 0

r

s

N s

s





 
 
 

  
 
 
 
 

 
 

  ، هؼزف هاتزٗس ٍاحذ است. Iدر راتغٔ  فَق  

 دارٗن G(s)تا جاٗگشٌٖٗ هاتزٗسْإ تؼزٗف شذُ در راتغٔ 

l-r 

r 

r m-r 

m-r 

l-r 
r r 

r r 

m-r 

m-r 
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 

1

1
1

1

( ) ( ) ( ) ( )

        ( ) ( ) ( ) ( )

        ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

G s L s M s R s

L s N s D s R s

L s N s R s D s

G s N s D s










 

    



 

 وِ : 
1( ) ( ) ( )    ;     ( ) ( ) ( )N s L s N s D s R s D s   

راست است ٍ طحتٖ تز ادػإ ارائِ شذُ در ًواٗش    MFDػثارت فَق در حم٘مت ٗه 

G(s) تَاى تزإ تٌاتزاٗي ،  حتواً هٖ .هٖ تاشذG(s)   شىلٖ هغاتك فزم  اسو٘ت  ،– 

 هه ه٘لاى  پ٘ذا ًوَد.

 

تزإ هاتزٗس تاتغ تثذٗل شىل هثال :  

را  Smith-Mcmilanفزم   ،لهمات

 استخزاج وٌ٘ذ.

2 2

2 2

2 2

1 1

3 2 3 2

4 2 8
( )

3 2 3 2

2 2 4

1 1

S S S S

S S S S
G s

S S S S

S S

S S

 
    
 

    

    
 

  
   

 

-إ هٖرا تِ طَرت، ضزب ٗه ػثارت وسزٕ در ٗه هاتزٗس چٌذ جولِ  G(s)ًخست 

                                                                            ًَٗس٘ن.
2

1
( ) ( )

3 2
G s P s

S S


 
 

را تِ شىل  G(s)پس هٖ تَاى 

2 شتَهماتل ً 2

2

2 2

1 1
1

( ) 4 2 8
3 2

4 2 8

G s S S S S
S S

S S

 
 

    
      

 

 

 

 فَق تذست آهذُ تَد وِ  داشت٘ن:   smith    ،P(s)در هثالْإ لثل فزم   
P(s) 
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1
0

( 2)( 2)
1 0

2
( ) 0 ( 2)( 2) ( ) 0

1
0 0

0 0

S S

S
S s S S M s

S

 
  
  

  
            

 
 
 

 

 

تزإ هاتزٗس تاتغ تثذٗل شىل هثال :  

را  Smith-Mcmilanفزم   ،لهمات

 استخزاج وٌ٘ذ.

2

1 01
( )

1 2( 1)( 1)( 3)
G s

SS S

 
  

     

2

1 01
( ) ( )              ;                 ( )

1 2( 1)( )
G s P s P s

Sd s

 
   

  
 

 

  P(s)ًخست :  تؼییي فرم  اسویت

 ّواى   ٗه    است. 1×1الف(تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزن وْادّإ  

،   P(s)، تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزن  ّواى دتزهٌ٘اى  2×2ب( ٍ تزإ وْادّإ 

)2ٗؼٌٖ   1)S   .هٖ تاشذ 

لثلاً هغزح وزدُ تَدٗن وِ تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزن تاٗذ تى٘ي تاشذ،  : ًىتِ هْن

)2در ػثارت    2تِ ّو٘ي دل٘ل ضزٗة  تاشذ.  1تاٗذ   Sٗؼٌٖ ضزٗة تالاتزٗي تَاى   1)S  

 حذف شذُ است.

 .هه ه٘لاى تِ طَرت سٗز در خَاّذ آهذ -در ًْاٗت  فزم اسو٘ت

 

1
0

( 1)( 3)
( )

1
0

3

S S
M s

S

S

 
  
 

 
 

 
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تزإ هاتزٗس تاتغ تثذٗل شىل هثال :  

را  Smith-Mcmilanفزم   ،لهمات

 استخزاج وٌ٘ذ.

 

1 1
0

1 ( 1)( 2)
( )

1 1
0

1 ( 2)( 1)

S

S S S
G s

S S S

 
   
 
 
    

 

G(s)  هٖ تَاى تِ فزم سٗز ًَشت. را 

2( 2)( 1) 0 ( 1)1
( )

( 1)( 2)( 1) 0 ( 2)( 1) ( 1)

1
( )

( )

S S S
G s

S S S S S S

P s
d s

   
  

      



 

 P(s)استخراج  فرم  اسویت 

 ،  ٗه است. P(s)هزتظ تِ     1×1تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزن وْادّإ 

 آى ػثارتٌذ اس :   2×2ٍ  وْادّإ  

2 2
( 2)( 1) 0

( 2) ( 1)
0 ( 2)( 1)

S S
S S

S S

 
  

 

 
 

2( 2)( 1) ( 1)
( 1)( 1)( 2)

0 ( 1)

S S S
S S S

S

  
   



 
 

2

30 ( 1)
( 2)( 1)

( 2)( 1) ( 1)

S
S S

S S S


   

  
 

   2×2گزدد، تشرگتزٗي همسَم ػلِ٘ هشتزن  وْادّإ  ّواًگًَِ وِ هلاحظِ هٖ

)ػثارتست اس :  2)( 1)S S 

 
 هه ه٘لاى تِ طَرت سٗز در هٖ آٗذ. –تٌاتزاٗي فزم اسو٘ت 

1
0 0

( 1)( 2)( 1)
( )

1
0 0

1

S S S
M s

S

 
   
 
 
 

 
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 هه هیلاى –تؼییي دلیك لطة ّا  از صَرت اسویت 

-اد وِ چٌذ جولِداّ٘ن ًَشاى خ Smith-Mc Milanتا تَجِ تِ فزم ظاّزٕ هاتزٗس  

 ّإ س٘ستن تؼ٘٘ي خَاّذ شذ، ػثارت است اس :إ لغة س٘ستن  وِ اس رٍٕ آى لغة

1 2( ) ( ) ( ) ( )rs s s s   

 
 گزدد.هٖ لغة در س٘ستن استفادُ هَٖتزإ ٗافتي ػثارت فَق،  اس هفَْم ػو

)تزإ ّز س٘ستن خغٖ دارٗن  ) ( ) ( )Y s G s U s  تا تَجِ تِ ارتثاط ت٘يG(s)  فزم ٍ

) هه ه٘لاى -اسو٘ت ) ( ) ( ) ( )G s L s M s R s ّإ ٍ ٗادآٍرٕ تؼزٗف هاتزٗسL(s)  ٍ

R(s) : ِو 

L(s)  ٍM(s) اٗي دٍ هاتزٗس ًسثت تِ ّن )   إ ته هذٍلّٖإ چٌذ جولِ: هاتزٗس

ًْاٗت ًخَاّذ شذ.ّإ هحذٍد ّزگش اًذاسٓ آًْا تٖ Sإ وِ تاساء  گًَِتِ (اٍلٌذ

، خَاّ٘ن داشت:را در هؼادلٔ خزٍجٖ لزار دّ٘ن  G(s)اگز راتغٔ      

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y s L s M s R s U s

 
): در ّز س٘ستن خغٖ پاٗذار اگز ٗادآٍرٕ تحث پاٗذارٕ  )U s  ُهحذٍد تاشذ، آًگا

( )Y s .ً٘ش هحذٍد خَاّذ تَد 

، تٌاتزاٗي ػثارت حال اگز س٘ستوٖ خغٖ، تاساء ٍرٍدٕ هحذٍدٕ ًاپاٗذار گزدد
( ) ( ) ( )L s M s R s  .تاٗذ تٖ ًْاٗت شذُ تاشذ 

تخاعز ته هذٍلٖ تَدًشاى ّزگش تٖ ًْاٗت ًخَاّذ شذ، تٌاتزاٗي   L(s)   ٍR(s)اًذاسٓ 

، تٌْا در حالتٖ هٖ  M(s)تا تَجِ تِ فزم ظاّزٕ  تاٗذ تٖ ًْاٗت شذُ تاشذ.  M(s)اًذاسٓ

 ًْاٗت گزدد وِ ػثارت سٗز طفز شَد.تَاًذ تٖ

1 2( ) ( ) ( ) ( )rs s s s   

 ّذ آهذ.خَاتذست  Δ(s)  تٌاتزاٗي لغثْإ س٘ستن تَسظ چٌذ جولِ إ لغة س٘ستن 

تزإ هاتزٗس تاتغ تثذٗل هماتل، چٌذ هثال : 

  S-Mتا استفادُ اس فزم  إ لغة را جولِ

 تذست آٍرٗذ.
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واهلاً هشخض است وِ هاتزٗس چٌذجولِ 

 إ تِ شىل رٍتزٍ در خَاّذ آهذ.

 

 فزم اسو٘ت 

 

 

 

 ذً٘ش تِ شىل رٍتزٍ در خَاّ  S-Mٍ طَرت 

 آهذ.

 

 

 لذا چٌذ جولِ إ لغة ػثارت خَاّذ تَد اس 

 
 

 
 

 

2( ) ( 1) ( 2)s S S    
 

-هه –تَاى تزاحتٖ فزم اسو٘ت ارائِ شذُ در وتاب هٖ  MATLABتِ ووه تزًاهِ 

 ه٘لاى س٘ستن را تذست آٍرد.

 

 هفَْم ًَع  در سیستن ّای چٌذ هتغیرُ
 گزدد.ًَع در س٘ستن ّإ خغٖ تِ دٍ فزم اسىالز ٍ تزدارٕ هغزح هٖ

 
 ًَع  اسىالرالف( 

 



  سَمفصل  – چٌذ هتغیرُوٌترل 
----------------- 

 14 
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 2تِ طَرتٖ ًَشتِ شَد وِ تا ًَع  G(s) ًذاشت وِ اس اتتذا ٍجَد سَال : آٗا اهىاى

 تِ هزاحل سٗز دلت وٌ٘ذ. تشخ٘ض دادُ شَد؟
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[0 1]الف( ٍرٍدٕ 
T   ٕ[1 0]ٍ ب( ٍرٍد

T
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 سَمفصل  لسوت اٍل از  پایاى


