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  فصل اول   

  مروري بر سيستم هاي غيرخطي

  مقدمه

  شود؟ مي استفاده غيرخطي كنترل سيستم از چرا

اكثر فرآيندهاي صنعتي، سيستم هاي كنترل رباتيك، ناوبري و مهندسي پزشكي داراي المانهاي غيرخطي              

سيـستم هـاي    هاي مناسب اكثـر      بوده و لذا آشنايي با المانهاي غيرخطي جزو ملزومات طراحي كنترل كننده           

  . صنعتي مي باشد

  دلايل استفاده از كنترل كننده هاي غيرخطي 

a ( تعديل سيستمهاي كنترل موجود  

بعضي از سيستمهاي كنترل خطي براين اساس طراحي شده اند كه تغييرات ورودي حول نقطه كار بـسيار           

ييرات ورودي حول نقطـه     اما در عمل چون سيستم ذاتاً غيرخطي عمل مي كند و امكان دارد تغ             . كوچك است 

  .كار بزرگ باشد لذا احتمال ناپايداري كنترل كننده خطي سيستم بسيار زياد است

b ( آناليز عوامل غيرخطي شديد  

در بعضي از سيستمهاي كنترل عوامل غيرخطي وجود دارد كه بواسـطه طبيعـت غيرپيوسـته آنهـا امكـان                   

  .هيچ گونه تقريب خطي وجود ندارد

 backlash شديد معمولاً شامل يكي از موارد اصطكاك كولمبي، اشباع، ناحيه مرده،             اين عوامل غيرخطي  

  . و هيسترزيس مي باشد

c (وارد نمودن عدم قطعيت هاي مدل در طراحي  

در طراحي سيستمهاي كنترل خطي، لازم است كه فرض كنـيم پارامترهـاي مـدل سيـستم بـه گونـه اي                      

سائل كنترلي در مدل پارامتريك سيـستم داراي يـك سـري عـدم              اما خيلي از م   . معقول شناخته شده هستند   

  .قطعيت هستند

d ( سادگي در طراحي  
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در بسياري از مواقع، يك كنترل كننده غيرخطي كه خوب طراحي شـده بـود ميتوانـد نـسبت بـه كنتـرل            

  .كننده خطي نظيرش بسيار ساده تر نيز باشد

  آشنايي مختصر با عوامل غيرخطي

  . طي به دو دسته ذاتي و قراردادي تقسيم بندي مي شوندمعمولاً عوامل غيرخ

عوامل ذاتي آن دسته از عوامل هستند كه به طور طبيعي جزء سيـستم مـي باشـند و اصـطلاحاً بـه طـور                         

سخت افزاري در ذات سيستم واقع شده اند همچون اصطكاك كولمبي بـين دو سـطح، هيـسترزيس، اشـباع،                    

backlash .  

  . ، به طور مصنوعي توسط طراح به سيستم اعمال مي گرددعوامل غيرخطي قراردادي

 و قـوانين كنتـرل بهينـه        (adaptive)قوانين كنترل غيرخطي قراردادي، همچون قوانين كنترل تطبيقي         

Bang-Bang                     جزء دسته مواردي هستند كه به سيستم كنترل اعمال مـي گردنـد تـا عملكـرد سيـستم را ،

  .بهبود بخشند

  سيستمهاي خطي

  . باشد آنگاه فرم عمومي آن به صورت زير استLTIستم خطي از نوع اگر سي

x Ax Bu= +&  

   LTIخواص سيستمهاي 

  .  يك ماتريس غير منفرد باشدAتنها داراي يك نقطه تعادل منحصر بفرد هستند اگر  )1

 را پايدار گـوئيم      داراي جزء حقيقي منفي باشند آنگاه نقطه تعادل سيستم         Aاگر مقادير ويژه ماتريس      )2

 ) بدون توجه به مقادير شرائط اوليه سيستم(

و جـواب عمـومي     ) پاسـخ ورودي صـفر    (پاسخ يك سيستم خطي تركيبي از مودهاي طبيعي سيستم           )3

 .است كه هر دوي آنها مي توانند به صورت تحليلي بدست آيند) پاسخ حالت صفر(

 .خاصيت جمع آثار در مورد سيستم صدق مي كند )4

www.konkur.in

forum.konkur.in



                        مروري بر سيستم هاي غيرخطي                                                                                                                      فصل اول

--------                                                                                          ----------------------------- 
0uجانبي سيستم زمان كه     پايداري م  )5  نيـز   BIBO باشد لازم مي دارد كه سيستم داراي پايـداري           =

 . باشد

 . با اعمال ورودي سينوسي، خروجي سيستم نيز سيگنالي با همان فركانس خواهد بود )6

  تعريف سيستم غيرخطي

  .ادق نباشد، سيستم غيرخطي ناميده مي شودسيستمي كه اصل جمع آثار در مورد آن ص

  چند مثال رياضي
2

2 sin

sin

x d y dyy e x x y x
dt dt

y x

= + + =

=
  

  خروجي سيستم است: yورودي سيستم و : xدر تمام مثال هاي فوق 

  چند مثال عملي 

  فرم زير است مدل ساده شده مربوط به حركت يك جسم در زير آب به -1

v v v u+ =&  

v : سرعت جسم  
 u :ورودي كنترل جسم متحرك  
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  . شكل زير خواهد بود مطابق v و u برابر كنيم آنگاه شكل موج 10اگر دامنه ورودي سيستم را 

    
 برابر مـي    10 برابر كردن دامنه ورودي، بايستي خروجي نهايي سيستم نيز           10قاعدتاً اگر سيستم خطي بود با       

  .شد كه عدم برقراري اين رابطه مجدداً خود نشانه اي از عملكرد غيرخطي سيستم دارد

، نسبت بـه    vلت افزايش و با كاهش      همچنين اگر خوب دقت كنيد ملاحظه مي گردد كه زمان نشست در حا            

  . استv، پله واحد بود كمتر شده كه دليل آن نيز افزايش uحالتي كه 

يافتن خروجي نهايي سيستم در دو حالت مورد بحث مي توان گفتجهت   

1101 =→=+⇒= SSS vvvuاگر   

2.31010010 ==→=+⇒= SSS vvvuاگر  

sv : سرعت شرائط مانا  

  .  در شرائط مانا، صفر قرار داده شده استvدر معادله ديفرانسيل به جاي مشتق : نكته 

  نوسان ساز مقاومت منفي: 2مثال 

  .سازهاي الكترونيك را نشان ميدهدشكل زير، ساختار اساسي، كلاس مهمي از نوسان 

  عنصر غيرخطي مقاومتي،

   يك مقاومت كنترل شده 

  با ولتاژ است با منحني 

vhi)(روبرو مشخصه شكل  =  
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( )h   د و داراي خصوصيات زير است مرتبط مي كنv را با i تابعي است كه ⋅

(0) 0 , (0) 0h h ′= <) 1  

           ( )v h v→−∞⇒ )                       و    اگر              ∞−→ )v h v→∞⇒   2( اگر ∞→

  :  در گره مدار داريمK.C.Lطبق قانون 

0C Li i i+ + =  

1 ( ) 0
tdvC vdt h v

dt L −∞
+ + =∫  

2

2 ( ) 0d vLC v Lh v
dL

′+ + =) 3  

1 1 .
C C

t d dt
L L

τ τ= ⇒ =  

2

2

( ) 0d v dh v dvv
d dv dt

ε
τ

+ + × =) 4  

L
C

ε =  

   است كه ميتوان آن را به فرم زير نوشتLiénardيك حالت خاص از معادله ) 4(معادله 

( ) ( ) 0v f v v g v+ + =&& &  

)                                                         كه در آن               )( ) , ( )dh vf v v g v
dv

ε= =  

  باتوجه به منحني تغييرات مقاومت كنترل شده؛ ولتاژ ميتوان گفت كه در نتيجه 

31( )
3

h v v v= − +  

)2                                                                                    كه در نتيجه  ) 1h v v′ = − +  

2(1 ) 0v v v vε− − + =&& &  

  . معروف استvanderpolمعادله ديفرانسيل غيرخطي فوق به معادله 

  را در فرم فضاي حالت زير نيز نشان داد چنانچه تعريف كنيم) 4(ميتوان معادله 

1 2,x v x v= = &  
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1                                                                داشتبنابراين خواهيم 2

2 1 1 2( )
x x
x x h x xε

=⎧
⎨ ′= − −⎩

&

&
  

   سيستم جرم و فنر  -3مثال 

  به شكل مقابل توجه كنيد 

  طبق قانون دوم نيوتن داريم

(5)sp f

F ma
F F F my

=

− − =
∑

&&
 

 

)                                                                            با فرض جابجايي كوچك   )

(0) 0
spF g y

g

=

=
  

,                                         yجابجايي بزرگ  1ay 2  فنر نرم     > 2( ) (1 )g y k a y y= −) 1  

2فنر سخت  2( ) (1 )g y k a y y= +) 2  

  .  نيز به دو شكل ميتوان بحث كردfFبراي مدل كردن نيروي 

                     آنگاه اين نيرو تابعي از سـرعت خواهـد بـود يعنـي              ناشي از اصطكاك ويسكوزيته باشد     fFاگر  ) الف

( ) , (0) 0fF h y h= =&  

fF                                                                براي سرعت هاي كم ميتوان نوشت  Cy= &   

2                                          باشد سينوسي ورودي اگر   3( ) cosmy Cy k y a y A tω+ + + =&& &  

اصطلاحاً ساختار فوق به عنوان يك نمونه كلاسيك از مطالعه سيستمهاي غيرخطي همـراه بـا تـابع تحريـك                    

  . پريوديك معروف است

 . ناشي از اصطكاك كولمبي باشدfFاگر ) ب

 و دقيقاً موازي بـا سـطح حركـت    sFوقتي جسم در حال سكون باشد، يك نيروي اصطكاك استاتيك بنام  

0)جرم، به جسم اعمال مي گردد كه برابر با           1)s smgμ μ< <   ضـريب اصـطكاك    sμ. د تعريف مـي گـرد     ±

   .استاتيك ناميده مي شود

 Fض كنيم كـه  حال اگر فر.   غلبه نمايدFS   بايستي بر Fقاعدتا براي ايجاد حركت بايستي نيروي عامل   

برابر صفر باشد پس براي آنكه جسم حركت نكند بايد نيروي ناشي از فنر كوچكتر از نيـروي اصـطكاك باشـد              
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mgygيعني     Sμ≤)( .                به محض برقراري حركت ، نيروي اصطكاك استاتيك حذف شده و نيـروي ديگـري

  بـوده كـه   mgKμ اندازه اين نيرو برابر .ددظاهر مي گر (slipping friction)بنام نيروي اصطكاك لغزشي 

  .ضريب اصطكاك جنبشي ناميده مي شودKμ. در برابر حركت جسم ايجاد مزاحمت مي كند

  .بنابراين نيروي اصطكاك كولمبي به صورت مدل رياضي زير پيشنهاد مي گردد

  

  

ديفرانـسيل حـاكم بـر يـستم       مـساوي صـفر باشـد، لـذا معادلـه        Fبراي سادگي بحث اگر فـرض كنـيم كـه           

  . و اصطكاك كولمبي به قرار زير خواهد بودتهبراي يك فنر خطي و همراه با اصطكاك و سيكوزي

  

(6) ( , ) 0my ky cy y yη+ + + =&& & &  

  كه داريم 

0
0 , /
0 , /

S

S

y
y y mg K
y y mg K

μ
μ

>
= ≤
= >

&

&

&

         
( )

( , )
( )

k

S

mgSign y
y y Ky

mgSign y

μ
η

μ

⎧
⎪= −⎨
⎪−⎩

&

&

&

  

ــابع   ــدار ت )مق , )y yη ــازاء & 0y ب Sy/ و &= mg Kμ≤   ــه ــفر در معادل ــرار دادن ص ــا ق ــاي  ) 6( ب ــه ج ب

y& و y&&باشد كه در حقيقت معرف نقطه تعادل سيستم نيز مي.  بدست خواهد آمد .  

  . ش فضاي حالت سيستم اگر تعريف كنيمجهت نماي

1 2,x y x y= = &  

1                                                                                          خواهيم داشت 2x x=&  

2 1 2 1 2
1 ( , )k cx x x x x

m m m
η= − − −&  

  كه كاملاً غيرخطي است

  

(6) ( , ) 0my ky cy y yη+ + + =&& & &  

  كه داريم 

 اگر
 اگر
⎪ اگر

⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<−

=
0              
0                    
0            

ymg
yF
ymg

Ff

K

S

K

&

&

&

μ

μ

 اگر     
 اگر     
 اگر     
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0

0 , /
0 , /

S

S

y
y y mg K
y y mg K

μ
μ

>
= ≤
= >

&

&

&

         
( )

( , )
( )

k

S

mgSign y
y y Ky

mgSign y

μ
η

μ

⎧
⎪= −⎨
⎪−⎩

&

&

&

  

ــابع   ــدار ت )مق , )y yη ــازاء & 0y ب Sy/ و &= mg Kμ≤   ــه ــفر در معادل ــرار دادن ص ــا ق ــاي  ) 6( ب ــه ج ب

y& و y&&باشد كه در حقيقت معرف نقطه تعادل سيستم نيز مي.  بدست خواهد آمد .  

  . جهت نمايش فضاي حالت سيستم اگر تعريف كنيم

1 2,x y x y= = &  

  خواهيم داشت

1 2x x=&  

2 1 2 1 2
1 ( , )k cx x x x x

m m m
η= − − −&  

  كه كاملاً غيرخطي است

   معرفي تعدادي از رفتارهاي مشترك سيستم هاي غيرخطي

   نقاط تعادل چندگانه) 1

  سيستم مرتبه اول: يك مثال ساده

2xاگر معادله ديفرانسيل سيستم به شكل  x x= −    باشد &+

x(0)0با شرط اوليه                                             x=   

x                        (x=0)صفر ا خطي سازي حول نقطه ب x= −&  

)0جواب معادله                                         ) tx t x e −=  

)منحني پاسخ  )x t ترسيم شده استروبرو در شكل  .  

:                      ارت است از عبپاسخ واقعي سيستم غير خطي  

0

0 0

( )
1

t

t

x ex t
x x e

−

−=
− +

  

 

 اگر     
 اگر     
 اگر     
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سيستمهاي غيرخطي ميتواننـد بـسته بـه مقـدار شـرايط اوليـه              

  . وضعيت پايدار يا ناپايدار داشته باشند

ــدار  ــرايط پاي ــدار ،در ش ) مق )x t    ــك ــا ي ــت ي ــفر اس ــا ص .  ي

. ن دو نقطـه، نقـاط تعـادل سيـستم مـي گـوئيم             اصطلاحاً به اي ـ  

روبــرو كــه نمــاينگر پاســخ واقعــي سيــستم   هــاي بــه منحنــي

  : دقت كنيدهستند ، 

   

   limit cyclesمعرفي سيكل هاي حدي 

سيستمهاي غيرخطي مـي تواننـد بـدون تحريـك خـارجي، نوسـان هـايي بـا دامنـه و فركـانس ثابـت را در                           

انات اصـطلاحاً سـيكل هـاي حـدي و يـا نوسـانات خـود تحريـك                  خروجي خـود ظـاهر كننـد بـه ايـن نوس ـ           

  . مي گويند

  . نمونه اي از سيستمهاي داراي سيكل حدي مي باشدvander polمعادله 

22بررسي مجدد سيستم جرم فرضي  ( 1) 0mx c x x kx+ − + =& &  

2و ضريب اصطكاك ويسكوزيته يعني  1x   . ست تابعي از موقعيت جرم ا−

   بازاء مقادير اوليه متفاوتxمنحني تغييرات 

  
( )x t                             گـوئيم كـه      نه هرگز به سـمت بـي نهايـت محـدود و نـه هرگـز صـفر مـي شـود در ايـن حالـت مـي

  .ه استاصطلاحاً يك سيكل حدي با آزاد كردن انرژي به محيط و دريافت انرژي از آن برقرار شد
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بايد توجه داشـت كـه نوسـانات پايـدار در سيـستم هـاي خطـي نيـز ميتوانـد بوجـود آيـد، در صـورتي كـه                              

  )سيستم جرم و صفر بدون عامل ميرا كننده(سيستم داراي پايداري مرزي باشد 

هــاي خطــي   بــا نوســانات بوجــود آمــده در سيــستم،كل هــاي حــدي از سيــستم هــاي غيرخطــيســيامــا 

  : زير را ميتوان نام برد تفاوت دمتفاوتند كه دو مور

بــا آنكــه در . دامنــه نوســانات در ســيكل هــاي حــدي بــا شــرايط اوليــه سيــستم هــيچ وابــستگي نــدارد ) 1

  .سيستم هاي خطي دقيقاً اين وابستگي وجود دارد

ــر در پارامترهــاي     ) 2 ــوچكترين تغيي ــاه ك ــرد آنگ ــه ســر ب ــداري ب ــرز پاي ــستم خطــي در م وقتــي يــك سي

ــا آنكــه ســيكل هــاي حــديِ  سيــستم ميتوانــد م ــه عــدم پايــداري سيــستم گــردد ب  سيــستم هــاي نجــر ب

  .  به اين سادگي تحت تأثير تغيير پارامترهاي سيستم نخواهند بود،غيرخطي

  

   )دو شاخه اي شدن (Bifurcationsمعرفي 

چنانچــه پارامترهــاي دينــاميكي سيــستم غيرخطــي تغييــر كننــد، آنگــاه وضــعيت پايــداري نقطــه تعــادل   

اصــطلاحاً مقــاديري از ايــن .  سيــستم و حتــي تعــداد نقــاط تعــادل سيــستم نيــز مــي توانــد متغيــر باشــد 

مـي گـردد    ) خروجـي سيـستم   (پارامترهاي ديناميكي كـه موجـب تغييـر در رفتـار كيفـي حركـت سيـستم                  

  .  ناميده مي شوندBifurcationن مقادير بحراني يا به عنوا

  معادله ديفرانسيل زير را كه مربوط به يك سيستم غيرخطي است مورد بررسي قرار مي دهيم

 3 0x x xα+ + =&&   
سيــستم اســت  پــارامتري از α.  معــروف اســت(undamped) نــاميرا Duffingايــن معادلــه بــه معادلــه 

  .كه ميتواند به هر دليل تغيير كند

  جهت تعيين نقاط تعادل 
3

2

0 0
( ) 0

0 ,e e

x x
x x

x x

α

α

α

+ + =

→ + =

→ = = ± −

  

0ex مثبت باشد تنها نقطه تعادل αاگر    . است=
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ير منفـي جابجـا شـود آنگـاه تنهـا نقطـه تعـادل                از مقـادير مثبـت بـه سـمت مقـاد           αمطابق شكل زير اگر     

0ex ــه     = ــي ب ــه منف ــت ب ــادير مثب ــر از مق ــام تغيي ــاً در هنگ ــد   3 دقيق ــي ش ــسته م ــادل شك ــه تع  نقط

( 0, , )ex α α= − −   .شان ميدهد نα را برحسب ex اين شكل منفي تغييرات −

  
  

ــابراين  0αبن ــي = ــدار بحران ــسيل  Bifurcation يــك مق ــه ديفران ــا معادل ــراي سيــستمي ب  Duffing ب

  .تلقي مي شود

0exنقطه تعادل    .هاي منفي بعنوان نقطه تعادل ناپايدار معرفي شده استα به ازاء =

ــسيل     ــه ديفران ــازي معادل ــبيه س ــا ش ــت  Duffingب ــاي حال ــي متغيره ــت  &x و x و معرف ــر حال ، متغي

  .  مطابق شكل زير مي باشدαسيستم بازاء تغييرات 
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 مــي توانــد بــه ســمت يــك &x و xتم بــازاء هــر شــرط اوليــه اي بــراي  منفــي باشــد آنگــاه سيــسαاگــر 

  .  بين دو مقدار مشخص نوسان كنند&x و xشكل حدي حركت كند و 

بـه همـين دليـل اسـت كـه          .  اين شـكل حـدي بـا دامنـه متفـاوت رخ مـي دهـد                αكه البته بسته به مقدار      

0exنميتوان نقطه    .هاي منفي يك نقطه تعادل پايدار ناميدα را بازاء =

  chaosمعرفي 

ــروز تغييــرات    كوچــك در خروجــي در سيــستم هــاي خطــي تغييــرات كوچــك و شــرايط اوليــه موجــب ب

امــا در سيــستم هــاي غيرخطــي ميتــوان بــه ازاء تغييــرات كوچــك در شــرائط اوليــه پايــداري . خواهــد شــد

 را شــاهد بــو كــه طــي آن خروجــي سيــستم نــسبت بــه تغييــرات كوچــك در شــرائط اوليــه   chaosبنــام 

  .بسيار مساوي است

 ـ                 chaosويژگي مهم    ه اي كـه اگـر حتـي مـا           غيرفايـل پـيش بينـي بـودن خروجـي سيـستم اسـت بـه گون

يــك مــدل واقعــي از عملكــرد سيــستم غيرخطــي و يــك كــامپيوتر بــسيار دقيــق داشــته باشــيم، نميتــوان  

  . پاسخ سيستم را در يك بازه زماني طولاني پيش بيني كرد

، نحـــوه ارتبـــاط بـــين ورودي و خروجـــي سيـــستم كـــاملاً واضـــح و  )وضـــعيت (chaoticدر حركـــات 

هــاي كــوچكي در مــدل سيــستم ورودي و يــا شــرايط اوليــه وجــود  مــشخص اســت و تنهــا عــدم قطعيــت 

  .دارد

  بعنوان مثال به سيستم غيرخطي زير توجه كنيد

50.1 6sinx x x t+ + =&& &  
ــر  (0)اگـ 2x (0) و = 3x ــر  &= ــر اگـ ــازك تـ (0) منحنـــي نـ 2.01x (0) و = 3.01x ــد منحنـــي &=  باشـ

ضخيم تر پاسخ سيستم خواهد بود كه ملاحظـه مـي شـود پـس از يـك بـازه زمـاني طـولاني كـاملاً بـا هـم                          

  .متفاوت مي شوند

  . در معادله ديفرانسيل سيستم است5xعلت اصلي اين پديده، حضور عامل شديداً غيرخطي 

  

  .ده هاي فيزيكي قابل رؤيت است در بسياري از پديchaoticپديده 

www.konkur.in

forum.konkur.in



                        مروري بر سيستم هاي غيرخطي                                                                                                                      فصل اول

--------                                                                                          ----------------------------- 
  

  

  

  

  

  

ــفته       ــعيت آش ــا وض ــه ب ــط لول ــيال در خ ــور س ــوان عب ــه ميت ــوان نمون ــت  (turbulence)بعن ــا حرك  و ب

  .حلزوني دور خارج شده از يك عود معطر را نام برد

يا آنكه در سيستم هـاي خطـي بـازاء ورودي سينوسـي بـه خروجـي حتمـاً سينوسـي و بـا همـان فركـانس                            

ــد ــانس     ورودي خواه ــي، فرك ــي سينوس ــي، خروج ــي، ورودي سينوس ــاي غيرخط ــستم ه ــا در سي ــود ام  ب

  .  را بروز مي دهدchaoticهاي متفاوت از ورودي و همچنين خروجي هايي با رفتار 

   Jump resonanceمعرفي 

ــر   ــر يــك فيلت ــا  B.Pاگ ــثلاً ب ــه م ــريم ك -OPچنانچــه .  ســاخته شــده باشــد OP-AMP را در نظــر گي

AMPــر ــه اشــباع ن ــسي آن مطــابق شــكل   ب ــه OP-AMPو چنانچــه » الــف«ود منحنــي پاســخ فركان  ب

 Jumpخواهــد بــود كــه اصــطلاحاً بــه آن  » ب«اشــباع رود منحنــي پاســخ فركانــسي آن مطــابق شــكل  

resonanceمي گويند .  

  

  

  

  

  

  

  . را به هيچ وجه نمي توان با يك سيستم خطي مدل كرد» ب« پديده غيرخطي شكل 
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  مهاي غيرخطي چگونگي مدل سازي سيست

  استفاده از فضاي حالت غيرخطي ) 1

  هرگاه داشته باشيم 

( , , )x f x u t=&  

بردار توابع غيرخطي       

1
1

2
2

3

,

n

x f
x f

x f

x f

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

M M
  

   نمايش فضاي حالت از روي معادله ديفرانسيل غيرخطي) 2
1

1[ , , ,..., , , ,...]
n n

n n

d y d yh t y y u u
dt dt

−

−= & &  

1 2
1

2 3
2 1

3 4

1

111

1 2( , , ,..., , , ,...)

n

n nn nn

n n

x x
x y x x

x y x x x

d y x xx x
dt x h t x x x u u

−

−−−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&

&
& &

&
M

M M

& &&

& &

  

  سؤال

)آيا ميتوان مجموعه معادلات فوق را حل كرد يعني پاسخي براي ) الف )x tداشت   

)آيا ) ب )x tمنحصر بفرد است   

)حل ) ج )x tدر چه ناحيه اي قابل قبول است   

  1مثال 

sgn( )x x=&  

  .  محدوده خاصي جواب با مشتق پيوسته ندارداين معادله در

  2مثال 

1
2

x
x

=&  
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,x t x t= + =    پاسخهاي معادله−

  بنابراين معادله ديفرانسيل حل منحصر به فرد ندارد

  3مثال 

21x x= +&  
  براي حل اين معادله تعريف نقطه تعادل الزامي است

  

نقاطي است كه در آن سيستم به شرائط ماندگار رسيده و در نتيجه تغييرات متغيرهاي حالت                : عادلنقاط ت 

  .صفر است

  

)  ← معلوم است uو چون                                          , ) 0f x t =  

)ر با زمان سيستم غيرخطي متغي , , )x f x u t=& 0 در زمانt 0 داراي بردارxبه عنوان نقطه تعادل است  .  

0                               اگر 0( , ) 0f x t t t= ∀ ≥  

  :مثال

  . به صورت زير استθمعادله ديفرانسيل حاكم بر ميزان جابجايي 

sin 0g
l

θ θ+ =&&  

  اگر تعريف كنيم 

  

2

1 1

2
2 1 2 2

( , )

sin

f x t

x
x x g xx x x x l

θ
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎛ ⎞

⇒ = ⎜ ⎟−⎜ ⎟= ⇒ = ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

&

& & &
14243

  

2

2 1 1
1

0
( , ) 0 0 , sin 0

0sin

x
gf x t x x x kg lx

l
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟≡ ⇒ ≡ → = − = → =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

  

( , , ) ( , , ) 0x f x u t f x u t= ⇒ =&  
 نقاط تعادل

www.konkur.in

forum.konkur.in



                        مروري بر سيستم هاي غيرخطي                                                                                                                      فصل اول

--------                                                                                          ----------------------------- 
در حالت كلي سيستم هاي غيرخطي نقاط تعادل زيادي دارند كه بايد در مورد پايـداري و ناپايـداري آنهـا             

  .بحث شود

  ي ايزوله تعريف نقطه تعادل

0x نقطه تعادلي ايزوله است اگر در ε  0همسايگيxنقطه تعادل ديگري نباشد  .  

xدر سيستم خطي    : نكته Ax=&   اگر A      ،0 ريشه كامل داشته باشدx  تنها نقطه تعادلي سيستم است      =

  .و بنابراين ايزوله مي باشد

  .  داراي ريشه كامل نباشد براي معادله بي نهايت جواب داريمAو اگر 

  

  

  

   كامل نيست چرا كه Aريشه ماتريس 

(1 4) (2 2) 0A = × − × =  

   پايداري نقطه تعادل

در سيستمهاي غيرخطي تعادل و پايداري تعريف متفاوتي نـسبت بـه سيـستم هـاي خطـي دارد، در ايـن             

  سيستمها وضعيت پايداري در دو وضعيت 

   شرائط اوليه-1

   ورودي-2

بصورت متفاوت تحليل مي شود و برخلاف سيستمهاي خطي نميتوان در اين مورد يك نظريه كلـي ارائـه                   

  .داد

  عادلخطي كردن حول نقطه ت

   مقابل دقت كنيد 2به سيستم غيرخطي مرتبه 

1 1 1 2 1

2 2 1 2 2

( , ) (0,0) 0
,

( , ) (0,0) 0
x f x x f
x f x x f

= =
= =

&

&
  

نقطه تعادل:   
1 2 2 4

0 ,
2 4 1 2
A

x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠14243 144424443

 

 دو نقطه تعادل
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  .و فرض كنيد مبداء نقطه تعادل سيستم غيرخطي موجود باشد

  . اگر فرض كنيم متغيرهاي حالت سيستم حول نقطه كار تغييرات كوچكي داشته باشند

  لذا باتوجه به بسط تيلور ميتوان نوشت 

),()0,0(),( 21
*
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211 XXffx
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⎟⎟                                                               در عبارات فوق
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≡=

0
0

0
2

1

X
X

Xنقطه تعادل   

1x حول مبداء 1Xتغييرات كوچك  =  

2x حول مبداء 2Xييرات كوچك تغ =  

   به شكل زير درخواهد آمد2f و 1fبنابراين روابط 

1 1

1 21 1

2 2 2

1 2 0x

f f
x xx x

x xf f
x x

=

∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

&

&
  

  . پيوسته باشد ميتوان نقطه تعادل را به مبداء انتقال دادfبايد دقت داشت كه اگر تابع غيرخطي : نكته

  .  نقطه تعادل باشند2x̂ و 1x̂ فرض كنيد كه 2براي يك سيستم خطي مرتبه 

1 1 1 2
1 2

2 2 1 2

( )
ˆ ˆ( , ) 0 1, 2

( ) i

x f x x
f x x i

x f x x
=

⇒ = =
=

&

&
  

1                                                                         داريم  1 1 2 2 2ˆ ˆ,x x x x x x= + = +  

1 1 1 1 1 2 2 1 1 2

1 1 1 2

ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( , )
( , )

x x f x x x x g x x
x g x x

⇒ + = + + =
=

�

&
  

2 2 2 1 1 2 2 2 1 2

2 2 1 2

ˆ ˆ ˆ, ( ) ( , ) ( , )
( , )

x x f x x x x g x x
x g x x

+ = + + =
=

�

&
  

1بنابراين تابع غيرخطي     2( , )if x x     2حول نقطه كار    با خطي سازيx̂   1 وx̂     1 به تـابع 2( , )ig x x   تبـديل 

  . گرديد
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  بخش اول

  آناليز سيستمهاي غيرخطي

  در اين بخش هدف ارائه ابزاري متفاوت جهت آناليز سيستمهاي كنترل غيرخطي است

  به چند دليل آناليز سيستمهاي غيرخطي حائز اهميت است

  م كم هزينه تر است آناليز تئوري سيستم معمولاً نسبت به كنكاش در تعيين مشخصه هاي سيست )1

چون شبيه سازي سيستم هاي غيرخطي بسيار مهم مـي باشـد لـذا بايـد آنـاليز تئوريـك سيتـسم                    )2

 .غيرخطي از قبل انجام شده باشد

قاعدتاً شبيه سازي كوركورانه سيستم منجر به نتايج غيرواقعي از عملكرد سيستم خواهد شد و بـه همـين                   

  . بسيار حائز اهميت مي باشددليل آناليز سيستم غيرخطي در شبيه سازي

طراحي كنترل كننده هاي سيستم غيرخطي شديداً مبتني بر اطلاع دقيق از نحوه عملكرد سيستم                )3

و يا به عبارتي آناليز دقيق سيستم غيرخطي مـي باشـد و طبيعتـاً آناليزهـاي غيرخطـي غيردقيـق                     

  .منجربه طراحي كنترل كننده هاي ناكارآمد خواهد شد

   فوق آناليز سيستمهاي غيرخطي خيلي ساده نمي باشد در ادامه به معرفي مختصر باتوجه به توضيح

  سه روش آناليز مختلف مي پردازيم و در فصل هاي آتي به تفصيل در مورد آنها بحث خواهيم كرد 

  

  )Phase Plane(آناليز صفحه فاز ) 1

يابيم نتيجـه كـار       معادله را مي   يك جواب تحليلي براي معادله ديفرانسيل يابيم، به صورت گرافيكي پاسخ          

يك سري مسيرهاي حركتي از متغيرهاي حالت سيستم در يك صفحه دوبعدي بنام صفحه فاز است كه به ما                   

  .اجازه مشاهده الگوهاي حركتي سيستم را مي دهد

  تئوري لياپانوف

  .شدبا  ارائه شد شامل دو روش ميlyapunovتئوري اساسي لياپانوف كه توسط آقاي لياپانوف 
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  روش غيرمستقيم يا روش خطي سازي - 

 روش مستقيم  - 

  

روش اول بيان مي دارد كه خواص پايداري سيستم در مجاورت بسيار نزديك نقطه تعـادل سيـستم الزامـاً                    

شبيه سيستم خطي تقريب زده شده اي است كه در آن ناحيه كوچك رفتار سيستم غيرخطي را توصيف مـي                    

  .كند

معمـولاً هرگـاه   . زارهاي بسيار قوي در آنـاليز سيـستمهاي غيرخطـي اسـت        روش دوم يا مستقيم يكي از اب      

  .صحبت از روش لياپانوف به ميان مي آيد منظور همان روش مستقيم است

در يـك سيـستم     چرا كـه    . اين روش به گونه اي به مفهوم انرژي در يك سيستم مكانيكي مربوط مي شود              

حركت وضعيت پايداري را     ،   ان ها روند نزولي داشته باشد     ل زم مكانيكي، اگر كل انرژي مكانيكي سيستم در ك       

  .خواهد داشت

ايده اصلي در اين روش به منظور مطالعه پايداري سيستم غيرخطي، ساخت يك تابع اسـكالر انـرژي بنـام                    

  .تابع لياپانوف براي سيستم بوده و اينكه ببينيم آيا اين تابع روند نزولي دارد

تن تابع لياپانوف است كه براي هـر سيـستم غيـر خطـي كـار سـاده اي                   محدوديت اصلي در اين روش ياف     

  .نيست

  

   describing functionsتوابع توصيف 

ايده اصلي در اين روش آن است       . اين روش، يك تكنيك تقريبي جهت مطالعه سيستمهاي غيرخطي است         

، و سپس روش هاي     كه مؤلفه هاي غيرخطي در سيستم غيرخطي با مؤلفه هاي خطي معادل تقريب زده شود              

  .حوزه فركانسي جهت آناليز سيستم منتجه به كار رود
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--------                                                                                          ----------------------------- 
ايـن روش هـم   . يكي از ويژگي هاي اين روش، تعيين سيكل هاي حدي موجود در سيستم غيرخطي است       

براي سيستمهاي درجه پائين و هم درجه بالا كارآيي مناسـب را دارد و تكنيـك يـافتن تـابع توصـيف در آن                        

   .كاملاً مشابه است
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  فصل دوم
   آناليز صفحه فاز

 ابداع Henri  Poincare است كه توسط 2يه هاي مرتيستموش گرافيكي جهت مطالعه سآناليز صفحه فاز يك ر

  . شد

   دارد كه عبارتند از مفيديروش صفحه فاز خواص 

عادلات ، اين قابليت را به ما مي دهد كه بدون در دست داشتن پاسخ تحليلي متوصيف گرافيكي ارائه شده) 1

  . شرايط اوليه متفاوت را تصور كنيمبازاء نحوه عمل سيستم غير خطي از حيث تغيير در متغيرهاي حالت  خطي،غير 

 نبوده و براي سيستم هاي Smooth سيستم هاي غير خطي با عوامل غير خطي آرام مختصروش صفحه فاز )2

  . غير خطي با عوامل غير خطي سخت نيز به خوبي كار مي كند

 دليل  را دارند و به همين2هاي درجه يستم كنترل، قابليت تقريب زده شدن به سيبسياري از سيستم هاي عمل )3

  . روش صفحه فاز در مورد آن ها نيز قابل اجرا است

  مفاهيم آناليز صفحه فاز 

  . زير توجه كنيد) Autonomous( نا متغيير با زمان 2به مجموعه معادلات حالت سيستم مرتبه 

                                                                                                                ( )
( )2122

2111

,
,
xxfx
xxfx

=
=

&

&  

12 x,x 12  و  حالتمتغير هاي f,fفضاي حالت مي باشند  توابع غير خطي  .  

12مختصات اين سيستم صفحه اي است با محورهاي  بطور هندسي، فضاي حالت  x,x كه من بعد ما اين صفحه را 

   .مي گوييم) phase plane(صفحه فاز 

12 بيابيم منحني خاصي در صفحهف مختل هاي  در زمان1x را بر حسب 2x چنانچه تغييرات xx   . بدست مي آيد−

 )Autonomous       )1-2سيستم
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خانواده اي كه از مسيرهاي صفحه  . مي گويند) phase plane  trajectory(كه اصطلاحاً به آن مسير صفحه فاز 

  .  مي گويندphase portraitفاز مختلف به ازاء شرايط اوليه متفاوت بدست آمده اند را 

   نر سيستم جرم و فphase portrait: مثال

m=1                                        .ديفرانسيل خطي زير را داريموبرو معادله براي ساختار شكل ر
K=1

x

                 

                                                                                                                            0xx =+&&  

 جواب به صورت زير خواهد  كه در اين صورتباشد ox در حالت سكون و در موقعيت اوليهmفرض كنيد كه جرم 

  .بود 
( )

( ) tsinXtx
tcosXtx

o

o

& −=⇒
=

  

                                                     .مي باشد از تركيب دو معادله فوق دار&x حالت و متغير حالت ديگر يك متغير xاگر  

                                                                                                                          222 xxx o
& =+  

 منحني توصيف ، محور ديگر باشد&xيك محور از مختصات و xكه چنانچه

مربوط  كه هر دايره قاعدتاً  .  استox دايره اي به شعاع ، كننده رابطه فوق

طلاحاً مجموعه دواير بدست آمده اص. به شرط اوليه اي بخصوص مي باشد

phase portraitسيستم جرم و فنر ناميده مي شود  .                          

x&

x

 

 بي نهايت ميل نمي  بهمبداء صفحه فاز و نه هرگز نه هرگز به ،لاحظه مي گردد كه مسير حالت هاي بدست آمدهم

خروجي به مقدار نوسانات و دامنه . عني است كه سيستم همواره در وضعيت پايدار مرزي استمكنند و اين بدان 

  . استوابسته شرايط اوليه سيستم 

www.konkur.in

forum.konkur.in



   فصل دوم –كنترل غيرخطي 
-------------- 

 3 

  )singular points(مفهوم نقاط منفرد     

منفرد است كه در حقيقت همان نقطه تعادل سيستم تلقي مي ه  نقط،يكي از مفاهيم اساسي در آناليز صفحه فاز

شود و به بيان ديگر نقطه اي از صفحه اي است كه در آنجا خروجي سيستم مقدار ثابتي داشته و تغييرات آن صفر 

&oميباشد يعني =x داريم ) 2-1(توجه به دسته معادلات با  بنابراين  

( ) ( ) ( )22                                               ,,, 122211 −== oo xxfxxf  

  . ازحل دو معادله فوق مي توان نقاط تعادل را يافت

براي يك سيستم خطي تنها يك نقطه منفرد وجود دارد اگر چه در بعضي از حالت ها ميتوان مجموعه اي پيوسته از 

  . نقاط تعادل را براي يك سيستم خطي نيز داشت

  . يك سيستم غير خطي اغلب بيش از يك نقطه تعادل وجود دارد در

( )32                                                                            036. 2 −=+++ xxxx &o&&  

):                                                      عبارتند از نقاط تعادل )             و              −0,3( )0,0           

   phase portraitشكل مقابل 

  . مربوطه را نشان مي دهد

  يين لازم به ذكر است كه جهت تع

   &x بجاي 2- 3نقاط تعادل در معادله، 

  لذا  صفر قرار داده ايم 

oooo =→=+++ xxx 23  

3xيا   −=  
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)         :  باشند عبارتست ازشيب مسير حالت در هر نقطه از صفحه كه جزء  جوابدر ضمن  )
( )211

212

1

2

x,xf
x,xf

dx
dx

=   

12اگر توابع  f,f0  توابع تك مقدار ) singular   valued ( باشند بنابراين براي هر شيب به ازاء هر نقطه تنها يك

در نقطه تعادل داريم . جواب داريم پس مسيرهاي حالت نبايد با هم برخوردي داشته باشند
o

o
=

1

2

dx
dxًكه قاعدتا    

  . نا مفهوم است

  . مي ناميم) نقطه تكين(فرد بون شيب مسير حالت در نقاط تعادل آنها را بعنوان نقطه منبدليل نا مشخص 

  . پايداري سيستم هاي خطي منحصر به ماهيت نقطه منفرد آن مي باشد

3xx4x در سيستم : مثال +−=&، phase portraitرا ترسيم كنيد  .  

                                                       2x,2x,0xxx4: 3 −===→=+− o :نقاط منفرد  

  .  در زير ارائه شده استphase portraitنمايش 

  

   phase portraitنحوه توليد      

  :  عبارتند ازphase  portraitروش هاي مختلف توليد 
 Analyticalروش تحليلي    - 

              isoclines روش   -
  delta             روش  -
 Lienard           روش  -

 pell            روش-
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  . استفاده مي شود) piece- wise linear( جهت سيستم هاي خطي تكه اي ي تحليلشاز رو

  .  مشكل است استفاده خواهد شديورت تحليلصكه حل آنها به با سيستمهائي  در رابطه، isocline شاز رو

   تحليليشرسم مسير حالت بارو

 .  مجموعه معادلات حالت سيستم به فرم زير، به دنبال پاسخ خواهيم بودشر زمان و نمايتغيبا حذف مدر اين روش 
( )
( )211

212

1

2

x,xf
x,xf

dx
dx

=  

  جرم و فنرمثالرسم مسير حالت براي 

o&& =+ xx  

( ) ( )dtdxdxxdx &&& =  
  : با تعريف جايگزيني آن در معادله اوليه سيستم داريم

o
&

& =+ x
dx

xdx  
  : با انتگرال گيري از طرفين معادله داريم

222 xxx o
& =+  

x&

 

  همان شرائط x0)  x0كه در نتيجه مسير حالت دايره اي به شعاع 
  .مي باشد) اوليه سيستم است

  رسم مسير حالت براي سيستم كنترل ماهواره 
ام يك سيستم شكل مقابل بلوك دياگر

كنترل ماهواره را نشان مي دهد كه 
 توسط دو جهت دهنده نموقعيت آ

  .تعيين مي گردد

0=dθ

S
1

S
1θ& θ
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o=θd       هدف سيستم كنترل  

( )
⎩
⎨
⎧

<θ
>θ−

=
o

o

u
u

tu  

θθθ اگر
θ
θθθ uddu
d
du =⇒=⇒= &&
&

&&&                                   

1توسط معادله   سهمي هاي ميسر حالت       
2 cu2 +θ=θ&                 تعيين مي گردنـد و مـسيرهاي حالـت مطـابق شـكل زيـر  

     .خواهند بود

  

&o و 1x برابر o=t,θفرض كنيد كه در  =θ . پس

Uuبا اعمال  = ،x زياد شده و x&&نيز زياد مي شود  . 

uuاگر   گردد جهت چرخش آنتن معكوس خواهد =−

  شد يعني داريم

1
2 2 cu +−= θθ&  

    

   سيستم به شكل زير خواهد شدportraitphaseو بنابراين 

www.konkur.in

forum.konkur.in



   فصل دوم –كنترل غيرخطي 
-------------- 

 7 

  

  . خواهند بود) الف(مسيرهاي حالت به دست آمده قرينه شكل 

  . لف و ب، شكل زير حاصل خواهد شدافيق منحني هاي شكل با تل

  

آنگاه طبق ) 1منحني ( غير صفر و منفي باشد o=t ،θشكل فوق بيان مي كند كه اگر فرض شود در لحظه 

Uu مثبت شده و لذا ابلوك دياگرام سيستم سيگنال خط  به سمت صفر ميل مي كند θاهد شد پس،  خو=+

Uu مثبت شود چون سرعت مثبت است آنگاه سيگنال خطا منفي شده و لذا θحال اگر . ) Aنقطه (  خواهد =−

 مساوي صفر θ داشته باشد تا اينكه در نهايت مجدداً  روند صعوديθو موجب خواهد شد كه ) 2منحني (بود 

 قدري منفي شود پروسه فوق دوباره تكرار مي گردد و اين بدان معني θدر اين حالت اگر مجدداً ) Bنقطه (گردد 

  . مطابق آنچه كه در جرم و فنر داشتيم. داست كه ماهواره يك حركت پريوديك داشته و اصطلاحاً به نوسان مي افت
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  linesIsocوش ر

  معادلات حالت غير خطي سيستم

( )2111 x,xfx =&  

( )2122 x,xfx =&  

 از رابطه زير 2x و 1xشيب مماس بر منحني مسير حالت در نقطه 

  .تعيين مي گردد
( )
( ) α==

211

212

1

2

x,xf
x,xf

dx
dx  

  

α

 

 عبارت خواهد بود از مكان هندسي نقاطي كه داراي يك شيب Isocline بناميم، آنگاه يك αاگر نسبت فوق را 

   داريمα با شيب isoclineبراي يك . مشخص هستند

( ) ( )211212 x,xfx,xf α=  

)بر روي منحني نقاط  ) ( )211212 x,xfx,xf α= داراي شيب مشابه αهستند  .  

   سيستم در دو مرحله تعيين مي گردد Isocline ،phase portraitدر روش 

 . در مرحله اول مجموعه اي از جهت مماس ها بر روي مسيرهاي حالت ترسيم مي گردد 

 . وعه جهت هاي به دست آمده تشكيل خواهد شددر مرحله دوم مسيرهاي حالت از مجم 

  مثال جرم و فنر

  اگر تعريف كنيم 

12
212

1

xx
xxxx

xx
xx

=−
=⇒⎭

⎬
⎫

=
=

=+

&
&&

o&&  

2

1

1

2
x
x

dx
dx

=⇒  
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  .  به فرم زير استIsoclineبنابراين معادله 

o=α+ 21 xx  

12معادله يك خط راست در صفحه  xx α با شيب −
   است1−

  
12خطوط با شيب هاي مختلف طبق معادله  - 1 x1x

α
 آنها  بر ترسيم شده و پاره خط هاي كوچكي عمود=−

  . ترسيم مي گردد كه عملاً قسمت هايي از مسير حالت هستند

            متوالي مسير حالت از هر نقطه اي در صفحه شروع شده و با متصل كردن پاره خط هاي كوچك  - 2

 .ه اي كه شيب لازم رعايت گردد ترسيم مي شودنبگو

)    ، مسير حالت براي سيستم غير خطيisocline   با روش: مثال ) o&o&& =+−+ xx1x2.x   را ترسيم كنيد 2

  ميتوان نوشت : حل

( ) 2
2
112

212

1

x1x2.xx

xxxx
xx

−−−=

=→=
=

o&

&&  

  isoclineمعادله 
( )

α=
−−−

=
2

2
2
11

1

2

x
x1x2.x

x
x o
o

o

 

  بنابراين نقاط بر روي منحني
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( ) oo =α++− 212
2
1 xxx1x2.  

  .  خواهند بودαداراي شيب مشابه 

  

ا داخل سيكل حدي باشد مسير حالت به سمت يبايد توجه داشت كه به ازاي هر نقطه اي از صفحه فاز كه خارج 

  . سيكل حدي همگرا خواهد شد

  

 isoclinesنكات مهم در رسم 

  .  بايد كاملاً مشابه باشد2x و 1xمقياس محورهاي  )1

در نواحي كه مشتق  )2
1

2

dx
dx خيلي شديد تغيير كند جهت رسم بهتر phase portrait الزاماً بايد isocline 

 . بيشتري را ترسيم كرد

  آناليز صفحه فاز سيستم هاي خطي

   را مورد مطالعه قرار مي دهيم 2يك سيستم درجه 

   خطي عبارت است از 2فرم عمومي سيستم درجه 
( )
( )2adxcxx

1abxaxx

212

211

−+=
−+=

&

&  
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)ز با مشتق گيري ا )1a )ز  و جايگزيني  − )2a    آن خواهيم داشت−

)                                      :                    از طرفي داريم )
( ) ( )4aaxxdbcxxb

3axbxax

1112

211

−−+=
−+=

&&

&&&&  

)بنابراين رابطه  )3a )  با كمك رابطه− )4a    خواهد آمد درفرم زيربه  −

( ) ( ) o&&& =−++− 111 xbcadxbax  

 آن هاي معادله مشخصهريشه  در فرم همگن را نشان مي دهد كه 2ساختار فوق يك معادله ديفرانسيل درجه 

  عبارتند از
( ) ( )

2
bcad4dada 2

2,1
−−+±+

=λ  

12حالت اول ,λλ  هر دو حقيقي و هم علامت باشند  

  فرض كنيد داريم 

222

111

xx
xx

λ=
λ=

&

&  

( ) ( ) *extx,extx t
202

t
101

21 λλ ==  

  مجموعه فوق داريم از  t با حذف

  

  

12اگر) 1 ,λλ12 *نفي باشند، طبق مجموعه روابط هر دو م x,x  دو با گذشت زمان كوچك شده و به سمت صفر هر

  ميل مي كنند

  

1

2

e
x
xxx

10

1
202

λ
λ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
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   دارد2λ و 1λنوع مسير در شكل سمت راست بستگي به مقدار عددي 

  )stable node(ود آمده است در اين حالت اصطلاحاً مي گوييم يك گره پايدار بوج

12اگر )3 ,λλ12 ،  * هر دو مثبت باشند آنگاه طبق روابط , xx  گذشت زمان به سمت بي نهايت ميل خواهند با

  . كرد

  

σ

ωj

 

   .در اين حالت اصطلاحاً مي گوييم يك گره ناپايدار به وجود آمده است

12 )حالت دوم( ,λλ و مختلف العلامه باشدحقيقي هر دو   

  . مي گوييم در شكل زير نشان داده شده است) saddle point(اين حالت را كه اصطلاحاً نقطه زين اسبي 

  

  . شوندبه خاطر منفي بودن يكي از مقادير مشخصه، تقريباً تمامي مسيرهاي حالت به سمت بي نهايت واگرا مي 

λ=λ=λي كهضعيت را در و  * سيستمphase portrate :تمرين .   است را براي يك مثال نمونه ترسيم كنيد21

  ). بحث كنيدλ>0 و يكبار با λ<0يكبار با (

  مقادير مشخصه مختلط باشند) حالت سوم
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  است حقيقي مقداري منفي زءج) 1

در اين حالت اگر فرض شود مجموعه معادلات حالت سيستم بدين صورت باشد به گونه اي كه حتماً مقادير ويژه 

  . مختلط به دست آيد

212

211

xxx
xxx
α+β−=
β+α=

&

&  

  )با تبديلات زير(آنگاه اگر نمايش فضاي حالت را در فرم قطبي ارائه كنيم 

  

2
2

2
1 xxr += 

1

21

x
xtg−=ϕ 

).                                                                              داريمبا مشتق گيري از معادلات فوق  )
β−=ϕ

α=
&

& trr   

  .  يكي از دو وضعيت زير پديد مي آيدαبسته به علامت 
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  o=αحالت خاص 

   مي ناميم مسير حالت زير به دست مي آيدcenter pointن را در اين حالت كه اصطلاحاً آ

  

  در اين حالت نقطه منفرد سيستم مركز بيضي هاي به وجود آمده است

ا نقاط منفرد سيستم بيان يبايد توجه داشت كه مشخصه پايداري سيستم هاي خطي منحصراً توسط طبيعت نقطه 

  يح نيستمي گردد و اين مطلب براي سيستم هاي غير خطي صح

 در رابطه با مسير حالت آن بحث kسيستم غير خطي مقابل را حول نقطه كار خطي كرده بازاء مقادير متفاوت 

  . كنيد

( ) o&&& =+−− yyy1ky 2  

yx
yx

2

1

&=
=  

( ) 2
2
112

21

xx1kxx
xx

−+−=

=

&

&  

⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=
oo&

oo&

12

21

xx
xxنقطه تعادل   

  يماگر سيستم را حول نقطه كار خطي كنيم دار

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

2

1

2

2

1

1

1

2

1

x
x

x
f

x
f

x
f

x
f

x
x
&

&  
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

A

2
1112

1

x
x

x1kxkx21
1

x
x

444444 3444444 21

o

&

&  

   به صورت زير در مي آيدA ،تعادلبازاء نقاط 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
k1
1

A
o  

  براي تعيين مقادير ويژه
( )

2
4kk1k

AIdet
2

2,1
2 −±

=λ⇒=+λ−λ→

=−λ

o

o

  

  بنابراين ميتوان گفت

>>⇒مقادير ويژه مختلط اند            →          مارپيچ ناپايدار                                    2ko اگر   

<⇒مقادير ويژه  حقيقي و مثبت هستند         →          گره ناپايدار                                      2kاگر   

  .كديگرند در اين مدل رشد صيد و صياد تابعي غير خطي از يultera-lotkaمدل زيستي : 2مثال 

   اگر تعريف كنيم

  1x=تعداد صيد 

  2x=تعداد صياد 

  آنگاه داريم
( )

( ) dcx:gxg
x
x

d,c,b,a

bxa:gxg
x
x

1212
2

2

2121
1

1

−=

>

−=

&

o

&

  

  بنابراين ميتوان نوشت
( )
( ) 212

121

xdcxx
xbxax

−=
−=

&

&  

  با يافتن نقاط تعادل داريم
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⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

b
a

c
d

x,x
21 ee

o

o  

  ي سازي حول نقطه  خواهيم داشتيعني دو نقطه تعادل داريم، با خط

  در اين حالت براي مقادير ويژه داريم

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
d

a
x
fA

1xe o

o  

( ) ( ) o=+λ−λ da  

d,a 21 −=λ=λ  

  بنابراين نقطه تعادل سيستم به فرم زين اسبي است

همچنين با خطي سازي حول نقطه تعادل 
2ex داريم                                                

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

0
d
ca

c
db0

A   

  خواهيم داشت براي مقادير ويژه و 

adjad2 ±=λ⇒=+λ o  

   استcenter pointبنابراين در اين حالت نقطه تعادل سيستم به فرم 

  )1تكليف 

  Lorance attractorمجموعه معادلات روبرو بنام 

  قطه تعادل خطي كنيدموسوم است آنها را حول ن

( )121 xxx −δ=&  

( ) 2132 xxx1x −−λ+=&  

o& >λδ−= b,,xbxxx 3213  

  ) 2تكليف 
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  .  نقاط تعادل را تعيين و نوع آنها را مشخص كنيدزيربا توجه به مجموعه معادلات غير خطي 

3
22

2
1211 x75/0xx188/0xx1/03/0x −−+−=&  

2
21

3
1212 xx188/0047/0x1/0x25/0x ++−=&  

  

  اي غير خطيآناليز صفحه فاز سيستمه

  نكات مهم در آناليز صفحه فاز سيستمهاي غير خطي

از آنجائيكه رفتار سيستم هاي غير خطي در حول نقطه كار شبيه به يك سيستم خطي خواهد بود بنابراين  )1

  آناليز صفحه فاز سيستم هاي غير خطي به گونه اي شبيه آناليز صفحه فاز سيستم هاي خطي است

عدد در سيستم هاي غير خطي، اين سيستمها رفتار بسيار پيچيده تري را بدليل وجود نقاط تعادل مت )2

وجود سيكل هاي حدي نيز ميتواند بر . نسبت به سيستمهاي خطي در صفحه فاز از خود نشان مي دهند

 . اين پيچيدگي بيفزايد

  مطالعه رفتارهاي محلي سيستم هاي غير خطي 
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)نقطه منفرد  )oo,ي شبيه يك مارپيچ پايدار و نقطه منفرد رفتار( )o,3−  يك نقطه زين اسبي عمل مي نمايدشبيه  

با اين شباهت ميتوان استنتاج كرد كه ميتوان با خطي سازي سيستم هاي غير خطي حول نقطه منفرد، نوع رفتار 

  . نقطه منفرد را تعيين كرد

  Limit cyclesسيكل هاي حدي 

  

  
   حدي از ويژگي هاي منحصر به فرد سيستم هاي غير خطي هستند هايمي كنيم كه سيكليادآوري 

  صفحه فاز، يك سيكل حدي به عنوان يك منحني بسته مجزا تعريف مي گردد 

بايد توجه داشت كه بسته بودن مسير حالت در سيكل حدي بيانگر رفتار پريوديك سيستم غير خطي است و ايزوله 

گر طبيعت حدي سيكل مي باشد و اين يعني آنكه مسيرهاي حالت نزديك سيكل حدي بودن سيكل حدي نمايش

دقت داشته باشيد كه با توجه به توصيف فوق، نميتوان مسيرهاي حالت بسته  يا به آن همگرا مي شوند و يا واگرا

ه اين موجود در سيستم خطي جرم و فنر بدون عامل ميرا كننده را بعنوان سيكل حدي معرفي نمود چرا ك

  مسيرهاي بسته ايزوله نيستند 

  ي حركت و چگونگي مسيرهاي حالت در اطراف سيكل حدي سه نوع سيكل حدي قابل تعريف است اساس نحوهرب
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  سيكل هاي حدي پايدار) 1

روي  ميل مي كند به t→∞در اين نوع سيكل حدي به تمام مسيرهاي حالت در مجاورت سيكل حدي زماني كه 

  سيكل حدي همگرا مي گردد

    

  سيكل هاي حدي ناپايدار) 2

 ميل مي كند از سيكل حدي واگرا t→∞در اين نوع، تمام مسيرهاي حالت در مجاورت سيكل حدي زماني كه 

  . مي گردد

  

 

 سيكل هاي حدي نيمه پايدار )3

 اين نوع، بعضي از مسيرهاي حالت در مجاورت در 

 حدي، از آن واگرا و بعضي ديگر به سيكل حدي سيكل

  . مي گردد  همگرا 

   

  مسيرهاي حالت همگرا شونده

 گرا شوندهوامسيرهاي حالت
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  براي يك سيستم غيرخطي داريم: مثال 

( )1xxxxx 2
2

2
1121 −+−=&  

( )1xxxxx 2
2

2
1212 −+−=&  

   رفتار سيكل حدي بوجود آمده در سيتم فوق استتعيينهدف 

  ائه مختصات قطبي داريم سيستم فوق، با انجام يك تبديل و ارphase portraitجهت توصيف 

1

212
2

2
1 x

xtg,xxr −=θ+=  

  با مشتق گيري از طرفين معادله داريم 

( ) 1
dt
d,1rr

dt
dr 2 −=

θ
−−=  

1rطبق معادله فوق اگر )  باشد آنگاه = ) o& =trبدان معني است كه با گذشت زمان مقدار ين شده و ا rبت  ثا

ي دايره اي به شعاع واحد و چوناست يعن
dt
dθيعني سرعت جابجائي متغيرهاي حالت بر روي دايره .   نيز ثابت است

  . ثابت است

 برابر ،بنابراين پريود جابجائي متغيرهاي حالت به روي دايره
π2

) ثانيه خواهد بود 1 )ss
rad1=ω  

   اين همان مفهوم سيكل حدي است و

1rاگر  ) باشد آنگاه > ) o& >tr بوده و اين بدان معني است كه مسيرهاي حالت داخل سيكل حدي به سمت 

  سيكل حدي همگرا مي گردد

1rو اگر )  باشد آنگاه< ) o& <trمعني است كه مسيرهاي حالت خارج از سيكل حدي به سمت بوده و اين بدان 

  سيكل حدي همگرا خواهد شد

  بنابراين سيكل حدي مورد بحث پايدار است

   را ارائه دهيدphase portraitبراي مثال قبل توسط كامپيوتر ) تكليف
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   نشان دهيد كه سيكل حدي بوجود آمده نيمه پايدار استزيربراي سيستم شكل ) تكليف

( )22
2

2
1121 1xxxxx −+−=&  

( )22
2

2
1212 1−+−−= xxxxx&  

  بررسي وجود سيكل هاي حدي

  براي مهندسين كنترل پيش بيني سيكل هاي حدي بسيار حائز اهميت است

  تعاريف

a (N ي است كه توسط سيكل حدي محاط شده اندئ معرف تعداد گره ها، مراكز و مارپيچ ها  

b (sيكل حدي  تعداد نقاط زين اسبي محصور شده توسط س  

  pioncareقضيه 

=+1  تا متغير با زمان، يك سيكل حدي موجود باشد آنگاه2اگر در يك سيستم درجه  SN   

   نيز معرفي مي گرددindexاين قضيه بعضي مواقع به عنوان قضيه 

  .  گيرد يك نقطه تعادل را در براقليك نتيجه ساده اين قضيه آن است كه يك سيكل حدي بايستي لا

  Bendixsonقضيه 

   يك ناحيه پيوسته ساده باشد آنگاه براي سيستم Dاگر 

( )2111 x,xfx =&  

( )2122 x,xfx =&  
)چنانچه ) o≠

∂
∂

+
∂
∂

=∇
2

2

1

1

x
f

x
fxf بوده و تغيير علامت ندهد، آنگاه درون  Dسيكل حدي وجود ندارد   

  مثال

2
2111 xxxx +=&  
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2
2
112 xxxx +=&  

( ) o≠+=∇ 2
1

2
2 xxxf  

( )xf∇  بازاءo≠1x ياo≠2x مخالف صفر بوده و تغيير علامت نيز نمي دهد بنابراين در اين سيستم سيكل ،

  حدي وجود ندارد

  Bendixson-Poincare قضيه 

)سيستمي با مجموعه معادلات )XfX 12و مسير بسته از صفحه &= XX  را در نظر بگيريد اگر هيچ نقطه تعادلي −

درون ناحيه بسته نباشد و تمام مسيرهاي حالت به درون ناحيه باشد آنگاه در اين ناحيه سيكل حدي وجود دارد به 

  شكل زير نگاه كنيد 
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 1

  خطي غيركنترل

  فصل سوم

  Lyapunovاصول تئوري لياپانوف 

  .در بين خواص مختلف سيستمهاي كنترل، اولين و مهم ترين آنها، مسئله پايداري مي باشد

در هر سيستم كنترل چه خطي و چه غير خطي، بررسي مسئله پايداري بسيار حائز اهميت بوده و 

  .بايستي به دقت مورد مطالعه قرار گيرد

 تفاوت عمده كه در مورد سيستمهاي خطي، پايداري براي كل سيستم تعريف مي شود و در با اين

سيستمهاي غير خطي، پايداري نقطه تعادل مورد بررسي قرار مي گيرد و در ضمن اين امكان وجود 

  .دارد كه سيستمي غيرخطي بازاء شرط اوليه اي پايدار و بازاء ورودي خاصي ناپايدار باشد

ارائه اين فصل و فصل بعدي ارائه تئوري پايداري لياپانوف و كاربرد آن در آناليز و طراحي هدف اصلي از 

  .سيستمهاي غيرخطي مي باشد

  :قبل از پرداختن به تعاريف پايداري برحسب لياپائوف مجبوريم به چند تعريف بپردازيم

 چند تعريف 

  non – Autonomousسيستمهاي 

)سيستم  )xfx=& ا رnon – Autonomous مي گوئيم اگر تابع fبه زمان وابسته باشد .  

و يا به . طبيعت متغير با زمان بودن سيستمهاي كنترل يا به ذات پروسه سيستم مربوط مي باشد: نكته

  يك پروسه متغير با زمان همراه با ديناميكقانون كنترلي سيستم 

 ( ) ( )1,uxfx=&  
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 آنگاه سيستم u = g (x t) كنترل كننده اين سيستم به زمان وابسته باشد مثلا اگر. را در نظر بگيريد

  .متغير با زمان ناميده مي شود) 1(

  بعنوان مثال اگر داشته باشيم

( )22 uxx +−=&  

  و 

txu cos−=  

  .است non – Autonomousيك سيستم غيرخطي متغير با زمان يا ) 2(در اين حالت سيستم 

  تفاوت اصلي بين سيستمهاي متغير با زمان و نامتغير با زمان

مسير حالت در سيستمهاي نامتغير با زمان مستقل از زمان اوليه مي باشد با آنكه در سيستمهاي متغير 

  . زمان اصلا اينطور نيستبا

ري براي مي كند كه در تعريف مفهوم پايدالزم اهيم ديد كه اختلاف فوق ما را مدر فصل بعد خو

 باير با زمان، زمان اوليه مطلقا تاثير گذار است و به همين دليل آناليز سيستمهاي متغير غسيستمهاي مت

  .زمان بسيار پيچيده تر از سيستمهاي نامتغير با زمان است

  نقاط تعادل

 در بعضي از سيستمها، مسير حالت تنها به يك نقطه منحصر مي گردد كه آن را اصطلاحا نقطه تعادل

  .مي ناميم

   نسبت به نقاط تعادلشان فرموليزه ذاتيبايد توجه داشت كه بسياري از مسائل پايداري به طور 

  .مي شوند
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  تعريف نقطه تعادل

 يا نقطه تعادل سيستم مي ناميم اگر وقتي (equilibrium State) را يك حالت تعادل x*حالت 

  . باقي بماندx*مي گردد براي زمان هاي بعدي نيز در همان مقدار  x* برابرx (t)براي يكبار 

)از نقطه نظر رياضي يعني آنكه  ) 0* =xfباشد .  

  بررسي نقطه تعادل در يك پاندول: مثال

   .به شكل مقابل توجه كنيد

   را نشان Rن  و شعاع نوساMشكل مقابل يك پاندول به جرم 

  . از معادله زير تبعيت مي كندθمي دهد، تغييرات زاويه 

02 =++ θθθ SinRgMbRM &&&  

 همان ضريب اصطكاك ويسكوزيته ناشي از bدر معادلة فوق 

   شتاب جاذبه زمينg در هوا است و Mحركت جرم 

θθ حالتيبا تعريف متغيرها &== 21 , xxخواهيم داشت :  

21 xx =&  

1222 xSin
R
gx

RM
bx −−=&  

0,0: بنابراين نقاط تعادل عبارتند از 12 == xSinxيعني نقاط تعادل عبارت خواهند بود :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

]2[,
,

0
]2[,0 πππ  

  .كه معرف نقاطي است كه پاندول در موقعيت عمودي بالا يا پايين قرار مي گيرد
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  )nal motioniNom(حركت نامي 

ل عملي كنترل، بجاي آنكه پايداري سيستم حول يك نقطه تعادل مورد بررسي قرار در بعضي از مسائ

  .پايداري حركتي سيستم مورد مطالعه خواهد بود. گيرد

 آيا  اين سوال مطرح خواهد بود كهو اين بدان معني است كه چنانچه سيستم قدري دچار اغتشاش شود

حركت يك هواپيما را مي توان (ماند يا نه؟ همچنان نزديك به مسير حركتي اوليه اش باقي خواهد 

  )مثالي از اين نوع نام برد

در چنين مواردي با يك سري روابط رياضي مي توان تحليل پايداري سيستم را به پايداري حول نقطه 

  .متعادل تبديل كرد

  . زمان خواهد بود بارتغيالبته با ذكر اين نكته كه در چنين وضعيتي سيستم جديد، نام

)سيستمي با معادله براي  )xfx=& فرض كنيد كه *x يك جواب صحيح مي باشد ( )tx* را كه به 

).  وابسته است مسير حالت حركتي نامي سيستم مي ناميم0xشرط اوليه ) 0
* 0 xx =  

  ستم قدري دچار اغتشاش شده و به صورت زير در آمدهحال فرض كنيد شرط اوليه سي

( ) 000 xxx δ+=     
  :در اين حالت خطاي حركت را به فرم زير تعريف مي كنيم

( ) ( ) ( )txtxte *−=     

)كه  )txپاسخ بازاء شرط اوليه جديد است .  

)شمايي از دو پاسخ  )tx* و ( )txدر زير نشان داده شده است .  
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شكل مقابل مربوط به يك فضاي 

 تعداد متغيرهاي n ( بعدي nحالت 

  .)حالت است

  

  

  

  

  بايد توجه داشت كه 

( ) ( ) 0
** 0, xxxfx ==&  

( ) ( ) 000, xxxxfx δ+==&  

  . در معادله ديفرانسيل متغير با زمان زير صادق خواهد بودe (t)و 

( ) ( ) ( )tegtxftexfe ,,, ** =−+=&  

)                                                                                            با شرط اوليه ) 00 xe δ= 

 بنابراين با يك سيستم ديناميكي جديد سروكار داريم كه در ،  استg (0 , t) = 0از آنجايي كه 

  . گرديده است و نقطه تعادل سيستم نيز در مبدأ مي باشدfزين تابع  جايگgمتغير حالت و تابع  e(t)آن

) از x (t)به جاي مطالعه تغييرات براي سيستم اوليه با توجه به توضيحات فوق، عملا  )tx& كافي است ، 

  .مر دهيا و نقطه تعادل صفر را مورد بررسي قرe (t) با متغير حالت يكه سيستم ديناميكي جديد

 با يك مسير حركتي نامي به يك سيستم متغير با زمان  غيرخطي هر سيستم نامتغير با زمان:1نكته

  . مربوط مي گردد،معادل و با نقطه متعادل صفر
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 براي هر سيستم نامتغير با زمان خطي با يك مسير حركتي نامي، مي توان يك سيستم نامتغير :2نكته

  . صفر را جايگزين كرد همراه با نقطه تعادل،با زمان معادل

  مفهوم پايداري

  (asymptotic stability)در اين بخش مفاهيم مختلف پايداري از جمله پايداري مجانبي 

، پايداري مجانبي مطلق را براي سيستم هاي نامتغير با (exponential stability)پايداري نمائي 

  .زمان ارائه خواهيم داد

  تعريف چند علامت رياضي 

 RB  معرف ناحيه اي كروي گون در فضاي حالت كه در آن Rx <  

 RS كره اي در فضاي حالت كه با ضابطه Rx   . تعريف شده است=

  مفاهيم اساسي پايداري و ناپايداري

 وجود داشته باشد به نحوي كه R > 0 ، r > 0 براي هر  را پايدار گوئيم اگرx = 0حالت تعادل : تعريف

)اگر  ) rx ) داشته باشيم  t>0    براي تمام زمانهاي  آنگاه 0> ) Rtx در غير اين صورت  . >

  )پايداري براساس مفهوم لياپانوف(سيستم را ناپايدار گوئيم 

كه ساس مفهوم لياپانوف نيز ناميده مي شود به اين معني است تعريف پايداري فوق كه بنام پايداري برا

براي يك سيستم پايدار كه شروع كار سيستم بسيار نزديك به مبداء باشد آنگاه مسير حالت سيستم نيز 

  .به مبداء بسيار نزديك خواهد بود

   :اگر بخواهيم كلاسيك تر صحبت كرده باشيم مي توان گفت

پايدار است اگر مسير حالت شروع شده از غير خطي  مبداء در يك سيستم تعريف فوق بيان مي دارد كه

  . خارج نگرددRمبدأ و با گذشت زمان از ناحيه كروي گون به شعاع به هر نقطه دلخواه نزديك 
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 مي تواند به گونه اي انتخاب شود كه بازاء هر شرط اوليه در داخل آن، تضمين كننده عدم r (R)ناحيه 

  . باشد RBاز ناحيه خروج مسير حالت 

  .شكل هندسي زير توصيف كننده بيان فوق است

  به اين شكل دقت كنيد

  1منحني = پايدار مجانبي 

  2منحني = پايدار مرزي 

  3منحني = ناپايدار 

  

  

  

  نمايش رياضي تعريف اساسي پايداري

( ) ( ) RtxtrxrR <≥∀⇒<>∃>∀ ,00,0,0  

 وجود R > 0 ، r > 0بازاء هر  ي نقطه تعادل صفر آن است كهيعني شرط لازم و كافي براي پايدار

 x (t)رم ن ، حتما x > 0 باشد آنگاه بازاء جميع r كوچكتر از x(0)رم نداشته باشد به نحوي كه اگر 

  . گرددRكوچكتر از 

)                                                                      ):1تذكر ) 22
2

2
1 ... nxxxtx +++=  

 بعدي براي ما n ناحيه كرون گون در فضاي سه بعدي معنا و مفهوم دارد اما در فضاي ):2تذكر

  . بعدي صحيح استnتصورش غيرممكن است اما نظر رياضي ارائه ناحيه كروي گون در فضاي 

است اگر مفهوم ناپايداري را نيز مي توان به صورت زير تعريف كرد كه نقطه تعادل يك سيستم ناپايدار 

) Rدست كم يك گوي به شعاع  )RB وجود داشته باشد به نحوي كه براي هر r > 0)  هر قدر هم
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، با گذشت rBاين امكان همواره وجود داشته باشد كه مسير حالت حالت شروع شده در داخل ) كوچك

  . را ترك كندRBزمان گوي 

اپايداري نقطه تعادل امري نامطلوب مي باشد چرا ننكته اي كه ذكر آن ضروري است اين مي باشد كه 

خواهد شد كه نتيجه كه در سيستمهاي غير خطي عموما ناپايداري موجب بروز تشكيل سيكل حدي 

  .دطبيعي آن صدمات مكانيكي و يا الكتريكي در سيستم خواهد بو

ادلي ناپايدار باشد آنگاه اندازة متغيرهاي حالت سيستم با گذشت زمان در سيستمهاي خطي اگر نقطه تع

اما در سيستمهاي .  مي گوئيمBlowing upمرتبا بزرگ خواهد شد كه اصطلاحا به اين پديدة 

 را بوجود نياورد و در نهايت مسير Blowing upغيرخطي عدم پايداري يك نقطه تعادل امكان دارد 

  .ود شودحالت به يك سيكل حدي محد

  : وضعيت پايداري نقطه تعادل آن را مورد بررسي قرار دهيدvan der pole براي اسيلاتور :مثال

21 xx =&  

( ) 2
2
112 1 xxxx −+−=&  

  .اين سيستم يك نقطه تعادل در مبداء دارد

 يك بهد  اشاره شد تمام مسيرهاي حالت كه از يك نقطه غير صفر شروع شو2همانگونه كه در فصل 

  .سيكل حدي محدود خواهد شد به شكل زير توجه كنيد
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  ) Van der polناپايداري مبداء در نوسان ساز  (

  

كوچكتر از ( به اندازة كافي كوچك انتخاب گردد Rبا توجه به اين شكل مي توان گفت كه اگر ناحيه 

 خارج خواهند شد Rدأ از ناحيه آنگاه مسيرهاي حالت شروع شونده نزديك به مب) محدودة سيكل حدي

  .و اين همان مفهوم ناپايداري است

  :تفاوت اصلي بين دو مفهوم پايداري و ناپايداري در اينجا روشن مي شود كه

اء مي شود اما ميزان اين نزديكي اختياري بقاگر چه حالت سيستم به تعبيري در اطراف نقطه تعادل ا

  .مايز اصلي بين پايداري و ناپايدراي استنيست و اين عدم اختيار در حقيقت وجه ت

  مفاهيم پايداري مجانبي و پايداري نمائي

ا يآيا پايداري بر حسب لياپانوف جهت مطالعه سيستمها كفايت نمي كند كه مجبوريم پايداري مجانبي 

  .نمائي را تعريف كنيم

  :به اين مثال توجه كنيد

 تنها مي خواهيم كه ما هواره ما نه مي گردد وقتي وضعيت يك ماهواره از موقعيت نامي اش منحرف

بلكه مي خواهيم كه ماهواره ) پايداري لياپانوف(وضعيتش را در محدودة از پيش تعريف شده حفظ كند 
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يعني (د و به تدريج در همان موقعيت و وضعيت قرار گيرد يابوضعيت قبل از انحراف را مجددا باز 

  )پايداري مجانبي

  تعريف پايداري مجانبي

 xو ثانيا اگر ) در مفهوم لياپانوف(نقطه تعادل صفر را پايدار مجانبي مي گوئيم اگر اولا پايدار باشد 

)ميل مي كند t→∞ باشد آنگاه زماني كهr كوچكتر از r > 0بازاء هر  ) 0→txميل كند .  

  .ي مجانبي استشكل زير گوياي مفهوم پايدار

 بوجود آمده ناحيه rS را كه بازاء دايره rBناحيه

جذب نقطه تعادل مي نامند البته بايد دقت داشت كه 

  . بزرگترين محدودة ممكن تعريف مي گردد،ناحيه جذب

  

  :نكته بسيار مهم

  .ري مجانبي را نداردحركت مسير حالت به سمت مبدأ همواره مفهوم پايدا

به عنوان مثال در يك سيستم غير خطي بازاء هر شرط اوليه غير صفري حركت مسير حالت به شكل 

   .زير است

  
 شروع شود حتما از اين ناحيه خارج و پس از تماس R = 1يعني هر مسير حالتي كه در داخل ناحيه 

  .گردد به مبدا بر مي Cبا ناحيه 
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 در  وضعيت پايدار مجانبي است اما بايد دقت داشت كه اين سيستم اصلادرظاهرا نقطه تعادل مبدا 

  . خارج شده استR پايدار نيست چرا كه مسير حالت از دايرة ، مفهوم لياپانوف

در بعضي از سيستمهاي مهندسي حتي همگرا شدن مسير حالت به سمت نقطه تعادل صفر كفايت 

 همگرايي مسير حالت نيز قابل توجه مي گردد و به همين دليل مفهوم پايداري نمائي نكرده و سرعت

  .مطرح مي گردد

  (exponential stability)تعريف پايداري نمائي 

  كه به نحوي وجود داشته باشد  λ و αنقطه تعادل صفر را پايدار نمائي مي گويند اگر اعداد مثبت 

( ) ( ) e txtxt λα −≤>∀ 0   ,   0  

  . حول مبدا برقرار باشدrBبايد در ناحيه عبارت فوق 

عبارت رياضي فوق بيان مي كند كه بردار حالت يك سيستم پايدار نمائي سريعتر از يك تابع نمائي 

  .بخصوص به سمت صفر ميل مي كند

λرا نرخ همگرائي نمائي مي ناميم .  

)        سيستمپاسخ بعنوان مثال  )xxSinx  ، به λ = 1به طور نمائي و با نرخ همگرائي    &=−+21

  :سمت صفر ميل خواهد كرد چرا كه جواب آن به قرار زير است

( )[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ∫ ττ dxSinxtx

t

0

2 )(1exp )0()(  

  بنابراين

( ) textx −≤ )0(  

ائي الزاما پايداري مجانبي را نتيجه مي دهد اما عكس اين مطلب صادق مبايد توجه داشت كه پايداري ن

  .نيست
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  :مثال زير را در نظر بگيريد

  :مثال

( ) 10,2 =−= xxx&  

  جواب معادله فوق به صورت

t
x

+
=

1
1  

teمي باشد مي توان بخوبي دريافت كه پاسخ فوق كندتر از هر پاسخ نمائي λ−  استه كه در آن λ > 0 

  . پايدار نمائي نيستبنابراين سيستم فوق پايدار مجانبي هست اما .باشد

  global Stability) همه جانبه(تعريف پايداري مطلق 

 برقرار باشد آنگاه خواهيم گفت به ازاي هر شرط اوليه اياگر پايداري مجانبي يا نمائي در يك سيستم 

  .كه نقطه تعادل به طور همه جانبه پايدار مجانبي يا نمائي است

اي حالت سيستم رها شود، سيستم به مبداء مختصات منتهي  از هر نقطه كه فض،يير ديگرعو يا به ت

  . شود

  ل دبه عنوان مثال سيستمي با م

2xxx +−=&  

   خطي مي شود سيستمي با معادله زير حاصل مي گرددx = 0ول نقطه حوقتي 

xx −=&  

)جواب اين معادله به صورت ) textx −= 0) 0xشرط اوليه سيستم است (  

  .كه كاملا واضح است در اين وضعيت سيستم پايدار مجانبي است

  .اما اگر پاسخ سيستم در فرم اوليه و غير خطي آن به دست آيد خواهيم داشت
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( ) t

t

exx
extx −

−

+−
=

00

0

1
 

  .كه بازاء شرايط اوليه متفاوت مي تواند پاسخ واگرا نيز داشته باشد

سيستم در فرم خطي بطور جامع پايدار مجانبي است اما سيستم اوليه پايدار همه جانبه پس مي گوئيم 

  .نخواهد بود

در ادامه بحث ارتباط بين پايداري سيستم خطي شده با سيستم غيرخطي اوليه مورد بررسي قرار مي 

  .گيرد
  روش خطي سازي لياپانوف: قضيه

 سيستم داراي قسمت Aادير ويژه ماتريس تمامي مق(اگر سيستم خطي شده مطلقا پايدار باشد  - 1

  .آنگاه نقطه تعادل براي سيستم غير خطي اوليه پايدار مجانبي خواهد بود) حقيقي منفي باشند

 داراي قسمت Aدست كم يكي از مقادير ويژه ماتريس (اگر سيستم خطي شده ناپايدار باشد  - 2

 .ه ناپايدار خواهد بودآنگاه نقطه تعادل براي سيستم غيرخطي اولي) حقيقي مثبت باشد

 روي محور Aدست كم يكي از مقادير ويژه ماتريس (پايدار مرزي باشد شده اگر سيستم خطي  - 3

jω بود و ساير مقادير ويژه همگي سمت چپ محور jωآنگاه پايداري، ناپايداري و )  واقع شوند

 .يا پايداري مجانبي سيستم غير خطي اوليه كاملا نامشخص است

  

چرا كه با خطي . وق محدوديت هايي در طراحي سيستم هاي كنترل اعمال مي كندروند تحليلي ف

سازي حول نقطه تعادل اين بحث پيش مي آيد كه سيستم خطي شده تا چه محدوده اي حول نقطه 

همچنان پايدار آيا  خطي از خود بروز دهد و اگر پايدار منظور شده است رفتارهمچنان مي تواند كار 

  .بماند
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ل پايداري به روش خطي سازي لياپانوف داراي نواقصي مي باشد كه در ادامه بحث روش لذا تحلي

  .مستقيم لياپانوف جهت رفع نواقص مطرح شده معرفي مي گردد

 Lyapunov’s Direct Method لياپانوف ميروش مستق

  : فلسفه اصلي روش مستقيم لياپانوف در ارائه بيان رياضي اين پديدة فيزيكي است كه

 به طور پيوسته تحليل رود آنگاه سيستم چه خطي و چه الكتريكيا يانرژي يك سيستم مكانيكي اگر 

  .غيرخطي بايستي الزاما به يك نقطه تعادل همگرا گردد

  بنابراين نتيجه مي گيريم كه

پايداري يك سيستم طبق روش مستقيم لياپانوف توسط بررسي تغييرات يك تابع اسكالر منفرد امكان 

  .پذير است

  بعنوان مثال 

 غيرخطي كه در شكل مقابل ترسيم شده است را در نظر بگيريد در ميراي عامل - فنر- سيستم جرم

   هستند و داريمx و فنر هر دو توابعي غير خطي از ميراياينجا عوامل 

03
10 =+++ xkxkxxbxm &&&& 

 
3نيروي فنر با ضابطه 

10 xkxk xxbامل ميراكننده، با رابطه ع و نيروي مزاحم +    به دست &&

  .مي آيد

  . به مقدار زيادي به سمت راست كشيده شده و سپس رها گرددmجرم 

  تجه يك حركت پايدار است يا خير؟مناين سئوال مطرح است كه آيا حركت 
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 حقيقت پاسخ معادله فوق به طور كامل در پاسخ به اين سوال به سادگي امكان پذير نيست چرا كه در

ج از ناحيه خطي سازي معادله نيز به كار نخواهد آمد چرا كه شروع به كار سيستم خار. اختيار نمي باشد

و حتي مي توان به مواردي رسيد كه پاسخ وضعيت پايدار مرزي را نشان خطي عملكرد سيستم است 

  .مي دهد

  . مواردي را بيان كردmمي توان در رابطه با الگوي حركتي جرم اما با مطالعه و تست انرژي سيستم 

  انرژي مكانيكي كل سيستم عبارتست از مجموع انرژي جنبشي و انرژي پتانسيل يعني 

( ) 4
1

2
0

2

0

3
10

2

4
1

2
1

2
1)(

2
1 xkxkxmdxxkxkxmxV

x
++=++= ∫ &&  

  :با مقايسه تعاريف پايداري و انرژي مكانيكي سيستم به موارد زير مي رسيم

  . را نتيجه مي دهد&x=0 و x = 0 نقطه تعادل ،انرژي صفر - 1

 .صفر را ملزم مي كندسمت پايداري مجانبي، همگرائي انرژي مكانيكي به  - 2

 .ناپايداري سيستم به معني افزايش انرژي مكانيكي است - 3

  . مي گرددمشخصيعني خواص پايداري سيستم توسط تغييرات انرژي مكانيكي سيستم 

نيز مي توان دريافت كه انرژي سيستم مكانيكي جرم، فنر و عامل بايد توجه داشت كه به طور فيزيكي 

  . گذشت زمان تحليل رفته و بالاخره صفر خواهد شدنده باراكنمي

   خواهيم داشتV(x)با مشتق گيري از تابع انرژي 

( ) ( )xxkxkxxmxV &&&&& 3
10 ++=  

  عبارت فوق با توجه به معادله ديفرانسيل اوليه سيستم برابراست با

( ) ( ) 3xbxxbxxV &&&&& −=−=  
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)، bكه با توجه به مثبت بودن ضريب  )xV& همواره منفي است و اين بدان معني است كه انرژي 

 mو اصطلاحا جرم  گردد &x=0سيستم در حين حركت در حال كم شدن است تا جائيكه مثلا 

  .سرعتي نداشته باشد

كرد كه مشتق تابع انرژي سيستم مي تواند معياري در تيجه گيري از مثال فوق مي توان اين گونه ن

ا آنكه به تعاريف و فضاي يتشخيص پايداري سيستم باشد بدون آنكه پاسخ واقعي سيستم را بدانيم و 

  .مشكل پايداري سيستم غير خطي متوسل گرديم

  در ادامه به نحوه انتخاب تابع انرژي يا تابع لياپانوف خواهيم پرداخت

  بع مثبت معين و توابع لياپانوفتوا

  :ده براي مثال بخش قبل مي توان به دو مورد اشاره كردشاز خواص تابع انرژي ارائه 

  .برابر صفر باشد&x و xاين تابع همواره مثبت است مگر آنكه  - 1

 .همواره نزولي استدر معادله سيستم، تابع انرژي &x و xبا توجه به تغييرات  - 2

  تابع مثبت معين

  . مي گوئيمLocally positive definite را مثبت معين ناحيه اي V(x)تابع پيوسته و اسكالر 

بردار حالت سيستم : x( مثبت باشد x ≠ 0 ، V(x)ع ي بازاء جمRB بوده و در ناحيه V(0) = 0اگر 

 گردد آنگاه تابع V(0) = 0لت سيستم خاصيت فوق برقرار باشد و اگر در تمام ناحيه فضاي حا و )است

  . مي گويندglobally positive definiteرا مثبت معين همه جانبه 

  .در بعضي از كتب تعريف فوق با اضافه كردن پارامتر زمان به صورت زير پيشنهاد مي گردد

  تعريف مجدد تابع مثبت معين

  گر تعريف شده است را مثبت معين ناحيه اي گويند اℜ به nℜاز  كه V(t,x)تابع پيوسته و اسكالر 

  با ويژگي زير  α (p) ،(non – decreasing)تابع غير نزولي 
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{ }ℜ→ℜ==> )(0)0(,        0)( pp ααα  

  كه دو شرط زير برقرار باشد به گونه اي يافت شود

)1  0                0)0,( ≥∀= ttν  

)2  ( ) RBxtxxt    ain    ,0),( ∀≥∀≥αν  

rx ناحيه اي است كه در آنRBناحيه : نكته   . مي باشد>

  :1مثال 

( ) 2
2

2
121 ,, xxtxxt ++=ν  

  :در اينجا داريم

( ) 00, ≠=ttν  

  .بنابراين اين تابع شرط اول را پاسخگو نبوده و لذا مثبت معين نيست

  :2مثال 

( ) ( )2
2

2
121 ,, xxexxt t +=ν  

  براي اين تابع شرط اول برقرار است

  : را به صورت زير تعريف كنيمα (p)و اگر تابع 

( ) 2pp =α  

  آنگاه مي توان نوشت 

( ) 2
2

2
1 xxx +=α  

  : همواره مي توان نوشتيكه به ازاء محدودة بخصوص

( ) 2
2

2
121 ,, xxxxt +≥ν  

)بنابراين تابع  ) 2
2

2
121 ,, xxtxxt ++=νمثبت معين ناحيه اي است .  
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)در عمل تست اينكه تابع لياپانوف : نكته )xt ,ν از طريق بدست آوردن تابع αاز نوع، مناسب  

Lpdf (Locally Positive Definite Function) يا gpdf (Globally Positive Definite 

Function)رائه مي دهيم است، دشوار مي باشد لذا قضيه زير را ا  

  : باشد آن است كهLpdf , W(x) شرط لازم و كافي براي آنكه تابع :قضيه

)1  W (0) = 0 

)2  W (x) > 0  0, ≠∈∀ xBx R  

   است اگرW(x) ،gpdfهمچنين 

)1  W (0) = 0 

)2  W (x) > 0  0≠∀ x  

)3  ( ) ∞→xν x→∞ اگر    

  . بودن تابع لياپانوف را مطرح مي كنيمLpdfبا ارائه قضيه فوق حال به كمك قضيه زير روش تشخيص 

 وجود داشته W (x)، همچون Lpdf مي گوئيم اگر يك تابع Lpdf را V (t , x)تابع لياپانوف : قضيه

  باشد كه 

( ) ( ) RBxtxWxt ∈∀≥∀≥ ,0,ν  

  ايهوم هندسي توابع مثبت معين ناحيه مف

بل يك تغيير هندسي از تابع مثبت شكل مقا

  . را ارائه مي دهدV (x)معين 

  

  

  

www.konkur.in

forum.konkur.in



   فصل سوم –كنترل غيرخطي 
--------------  

 

 19

123اگر كانتورهاي  ,, VVV 21 را در صفحه xx −   

  .نمايش دهيم شكل زير حاصل خواهد شد

  چند تعريف مختصر ديگر كه در آينده نيز بكار 

  .را مطرح مي كنيممي آيد 

  . مثبت معين باشدV(x) –ين مي گوئيم اگر  را منفي معV(x)تابع  )1

  x # 0 براي V (x) ≥ 0 و V (0) = 0 را مثبت نيمه معين مي گوئيم اگر V(x)تابع  )2

 . مثبت نيمه معين باشدV (x) – را منفي نيمه معين گوئيم اگر  V (x)تابع  )3

  

  حال بايد به اين سئوال پاسخ داد كه

  يداري سيستمهاي غيرخطي مناسب است؟خيص پاچه تابعي به عنوان لياپانوف به منظور تش

  براي پاسخ به اين سوال تعريف زير را ارائه مي دهيم

  تعريف

 با مشتقات جزئي پيوسته، مثبت معين بوده و در ضمن مشتقات زماني V (x) و تابع RB ناحيه راگر د

  آن در طول هر مسير حالتي منفي نيمه معين باشد يعني 

( ) 0≤xV&  

) تابع لياپانوف مناسب براي سيستم V (x)آنگاه  )xfX  . خواهد بود&=

  :به صورت زير حساب مي شود V (x)مشتق زماني : نكته

( ) ( )xf
x
vx

x
v

dt
xdVV

∂
∂

=
∂
∂

== &&  

  قضاياي پايداري نقطه تعادل
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 قضاياي زير را براي تشخيص ،نوفبه منظور تشخيص نوع پايداري نقطه تعادل با استفاده از تابع لياپا

  انواع پايداري مورد بررسي قرار مي دهيم

  پايداري محلي): 1(قضيه 

 با مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته وجود داشته باشد به V(x)، تابع اسكالر RBاگر در يك ناحيه 

  نحوي كه 

• V(x) در ناحيه RB باشد، مثبت معين. 

• ( )xV& در ناحيه RBمنفي نيمه معين باشد ،. 

  .آنگاه نقطه تعادل صفر پايدار است

)همچنين اگر  )xV& در ناحيه RB بطور محلي منفي معين باشد آنگاه نقطه تعادل صفر پايدار مجانبي 

  .است

  . مراجعه شودslotinت اين قضيه به كتاب براي اثبا

   سيستمي با معادلاتبراي: مثال

0=++ θθθ Sin&&&  

  . داراي پايداري محلي استθ = 0نشان دهيد كه نقطه تعادل 

)        اگر تابع لياپانوف را به صورت:حل ) ( ) 21
2θθ &+−= CosxVميتوان ديد كه شرايط . ختيار كنيم ا

):                  ،  داريم RBرآورده مي كند چرا كه براي ناحيه مخصوص پايداري محلي را ب ) 0>xV 

)                                                                           و  ) 02 <−=+= θθθθθ &&&&&& SinxV  

  

   براي سيستمي با مجموعه معادلات روبرو:مثال

( ) 2
21

2
2

2
111 42 xxxxxx −−+=&  
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( )24 2
2

2
122

2
12 −++= xxxxxx&  

  .نشان دهيد كه نقطه تعادل داراي پايداري مجانبي است

12نقطه تعادل در مبدأ صفحه : حل xx   : را به صورت زير مي نويسيمV (x) تابع مثبت معين .است−

( ) 2
2

2
121 , xxxxV +=  

( ) ( )22 2
2

2
1

2
2

2
1 −++= xxxxV&  

  : ناحيه مورد بحث عبارتست از. منفي معين است&V مشخصا ،دي بخصوصيناحيه دو بعدر 

                                                                                                ( ) 22
2

2
1 〈+= xxBR  

  .بنابراين نقطه تعادل صفر پايدار مجانبي است

 global Stabilityري همه جانبه پايدا: 2قضيه

  ، مشتقات مرتبه اول جزئي پيوسته بنحوي كه Vبا فرض وجود تابع اسكالر 

• V (x) ناحيه فضاي حالت تمامدر ( مثبت معين باشد( 

• ( )xV& ناحيه فضاي حالتتمامدر ( منفي معين باشد ( 

) آنگاه x→∞وقتي  • ) ∞→xVكند  

  

  .آنگاه نقطه تعادل صفر پايدار مجانبي همه جانبه است

  دليل اضافه كردن شرط سوم

   V (x) = Vαحصول اطمينان از بسته بودن كانتورهاي 

اين امكان وجود دارد كه عليرغم تمايل متغيرهاي حالت . بسته نباشند) كانتورها(قاعدتا اگر منحني ها 

  .ر حالت از نقطه تعادل منحرف گردد مسيVαبه سمت مقادير كوچكتر 
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2به عنوان مثال براي تابع 
22

1

2
1

1
x

x
x

V +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=  

  . يك منحني باز استαV<1 و براي V (x) = Vα بازاء V (x)منحني 

شكل زير توصيفي گرافيكي از بيان فوق است ملاحظه مي گردد كه حالت سيستم وقتي به سمت بي 

  . نيز به سمت بي نهايت ميل خواهد كردV (x) نهايت ميل مي كند

  

  

  

  

  

  

321 VVV <<  

V (x) ناحيه بسيار وسيعي همواره مثبت مي باشددر .  

حال اگر كانتورها همگي بسته بودند آنگاه شرط سوم برقرار نمي شد و نقطه تعادل پايدار مجانبي همه 

  .جانبه نمي بود

)                                           ضابطه خطي باغير براي سيستمي :مثال ) 0=+ xCx&  

  . بوده و در شرط زير صادق استx تابعي پيوسته از C (x)كه 

0)(. fxCx  x ≠ 0  براي   

                                                                                                            C (0) = 0 و   

  .نشان دهيد كه نقطه صفر پايدار مجانبي همه جانبه است

 :حل
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  .اگر تابع لياپانوف به صورت زير اختيار گردد

( ) 2xxV =  

( ) ( )xCxxxxV 22 −== &&  

)بنابراين  )xV& بازاء جميع x ها در فضاي حالت منفي خواهد بود اگر X # 0باشد .  

)آنگاه x→∞يعني وقتي ( به طور شعاعي نامحدود است Vاز طرفي تابع  ) ∞→xV پس نقطه 

  .تعادل صفر پايدار مجانبي همه جانبه است

  .ه رخ دهد فقط مي تواند در نقطه تعادل صفر شود و در نقاط ديگر نبايد اين مسئل&Vتوجه كنيد كه 

  پايداري نقطه تعادل صفر را براي سيستم تعادل مورد بررسي قرار دهيد: مثال

21 xx =&  

( ) 122 2 xtSinxx ++−=&  

  :حل

 پريوديكوديك وجود دارد، در تابع لياپانوف نيز عامل يپيشنهاد مي گردد كه چون در سيستم تابع پر

  .موجود باشد

( )
tSin

xxxtV
+

+=
2

,
2
22

1  

( )
( )2

2
222

11 22
22,

tSin
tCosx

tSin
xxxxxtV

+
−

+
+

+=
&

&&  

( )2
2
2 2

24
tSin

tCostSinx
+

++
−=  

  با توجه به لحظات مختلف زماني مي توان نشان داد كه

( ) txxtV ∀≠∀< ,00,&  
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⎟⎟ مثبت معين همه جانبه است چرا كه براي نقطه تعادل −&Vپس
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
0

,V&نيز صفر است .  

  .يدار مجانبي همه جانبه استپس مي توان گفت كه نقطه تعادل پا

  .در ضمن براحتي مي توان ديد كه شرط سوم نيز برقرار است

  چند نكته

براي يك سيستم مشخص، تنها يك تابع لياپائوف وجود نداشته و مطمئنا مي توان توابع لياپائوف  - 1

  .متعددي را يافت

αρVV با ضابطه 1Vبع  تابع لياپائوف مناسب سيستم مفروض باشد آنگاه تاVيعني اينكه اگر   نيز 1=

  .يك تابع لياپائوف خواهد بود

   را نتيجه مي دهد 1V، مثبت معين بودن Vمثبت معين بودن ) الف

 را −&1Vيمه معين بودن ، مثبت معين يا مثبت ن−&Vمثبت معين بودن يا مثبت نيمه معين بودن ) ب

  .نتيجه خواهد داد

 1V (radial unboundness)، نامحدود بودن شعاعي )اگر ممكن باشد (Vنامحدود بودن شعاعي ) ج

  .را نتيجه خواهد داد

 دقيق تري را  براي يك سيستم مفروض، انتخاب يك تابع لياپائوف بخصوص چه بسا بتواند نتايج- 2

  .نسبت به ساير توابع لياپائوف بدست دهد

 عملا به تابع لياپائوف يك مفهوم فيزيكي داده و تابع انرژي را ، حركت پاندولبه عنوان نمونه براي مثالِ

اگر تابع لياپائوف به فرم زير كه مفهوم . كه تركيب انرژي پتانسيل و جنبشي سيستم بود معرفي كرديم

  .ز ندارد معرفي شودفيزيكي روشني ني

( ) ( ) ( )θθθθ CosxV −+++= 12
2
1

2
1 22 &&  
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)آنگاه عبارت  ) ( )θθθ SinxV +−=  به صورت ناحيه اي، كوچكتر يا مساوي صفر است و يا &&2

  .به عبارتي منفي معين مي باشد

قضاياي مطرح شده در بحث آناليز لياپائوف همگي از نوع شرط كافي هستند و اين بدان معني  - 3

 برقرار نگردد آنگاه نمي توان  در رابطه با &V≥0يك تابع لياپائوف، شرط است كه اگر به ازاء 

پايداري يا ناپايداري نقطه تعادل سيستم نتيجه گيري كرد و تنها مي توان گفت كه بايد تابع 

 .لياپائوف جديدي را بايد مورد آزمايش قرار داد

  قضاياي مجموعه نامتغير

، كه از Vشته باشيد جهت پايداري مجانبي محلي نقطه تعادل الزاما بايد تابع اسكالر چنانچه به خاطر دا

  . داراي دو ويژگي زير باشد استمتغيرهاي حالت تعريف شده

1( V (x)مثبت معين باشد .  

2( ( )xV&منفي معين باشد . 

)در اغلب موارد  )xV&دتا طبق قضاياي مربوط به نقاط تعادل،  منفي نيمه معين بوده و قاع  

  .نمي توان پايداري مجانبي نقطه تعادل را نتيجه گيري كرد

بعنوان نمونه در مثال جرم، فنر و عامل ميرا كننده غيرخطي كه قبلا مطرح گرديد ديديم كه مشتق تابع 

  .انرژي سيستم به صورت زير در آمد

( ) ( ) ( ) 33
10 xbxxbxxxkxkxxmxV &&&&&&&&& −=−=++=  

  هاي حالت عبارت بودند ازدر آن مثال متغير

xxxx &== 21 ,   
  يعني 

( ) 2
221 , xbxxV −=&  
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)از تعاريف قبل داشتيم كه شرط لازم براي آنكه  )xV&−مثبت معين باشد آن است كه   

( ) 0=− xV&  x = 0 براي 

 و

( ) 0≠− xV&  x ≠ 0 براي  

) ملاحظه مي گردد كه اما در اينجا )xV&− به ازاء نقطه x = (α , 0) ،كه قاعدتا مخالف صفر است 

)نيز صفر مي گردد چرا كه  )xV&− 2 فقط بهx 1 وابسته است وxهر عددي مي تواند باشد .  

)پس  )xV&− ،مثبت نيمه معين است و نمي توان گفت كه در اين مثال بر اساس قضاياي نقطه تعادل 

با آنكه مي دانيم سيستم مورد مثال پايدار مجانبي هست و بالاخره .  پايدار مجانبي است(0 , 0)نقطه 

  .انرژي آن تحليل خواهد رفت

 رابطه با پايداري مجانبي نقطه در چنين شرائطي خوشبختانه راه حل ديگري وجود دارد تا بتوان در

  .تعادل نتيجه گيري كرد و آن استفاده از قضاياي مجموعه نامتغير مي باشد

  . معروف مي باشندLa Salleاين قضايا به مجموعه قضاياي 

  تعريف مجموعه نامتغير

ل  را نامتغير مي گوئيم اگر هر مسير حالت سيستم كه از داخGبراي يك سيستم ديناميكي، مجموعة 

G شروع مي شود براي تمامي زمان هاي بعدي همچنان در Gبماند .  

هر نقطه تعادلي خود يك مجموعه نامتغير است، همچنين ناحيه جذب هر نقطه تعادل نيز يك مجموعه 

نامتغير است و براي يك سيستم نامتغير با زمان، هر مسير حالت در فضاي حالت خود يك مجموعه 

  .دي نيز به عنوان مجموعه نامتغير نيز قابل قبول هستندسيكل هاي ح. نامتغير است 
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  قضيه مجموعه نامتغير محلي

)سيستم نامتغير با زمان  )xfx=& را در نظر بگيريد كه در آن fپيوسته مي باشد، همچنين تابع   

V (x)كه اسكالر بوده و مشتقات اول جزئي آن نيز پيوسته است را در نظر بگيريد .  

  حال اگر فرض كنيم كه

a(  به ازاءl > 0 ناحيه ، LΩ كه با ضابطه V (x) < lتعريف شده، محدود بوده و   

b(  به ازاء تمامx هاي در ( ) lxV Ω≤  . باشد&0,

  

) باشد كه در آنجا lΩ عبارت از مجموعه نقاطي از Rچنانچه  ) 0=xV& است و M بزرگترين 

 شروع گردد با گذشت زمان و ميل كردن lΩ كه در x (t) آنگاه هر پاسخ ، باشدRمجموعه نامتغير در 

  . همگرا خواهد شدMآن به سمت بي نهايت، حتما به ناحيه 

lΩ

  
 مي تواند اجتماع مجموعه هاي نامتغيري Mوجه كرد كه  در قضيه فوق بايد به اين نكته ت:نكتة مهم

  .همچون نقاط تعادل و سيكل هاي حدي باشد
 نيز &V آنگاه براي زمان هاي آينده &V=0اگر ( خود نامتغير باشد Rدر حالت خاص اگر مجموعة 

  . استM = Rآنگاه ) متحد با صفر است
  .را بررسي كنيداري مجانبي سيستم جرم، فنر و عامل ميراكننده غير خطي  پايد:مثال
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)در بخش هاي قبل به هنگام بررسي اين مثال ديديم كه براي تابع لياپائوف تعريف شده  )xV&− ،
ه آنكبا مثبت نيمه معين است و لذا طبق قضاياي نقطه تعادل، تنها پايداري مرزي سيستم محقق است، 

  .مي دانيم اين سيستم در عمل همواره به نقطه تعادل همگرا مي گردد
حال مي خواهيم به كمك آنچه در بحث قضيه مجموعه نامتغير آموختيم پايداري مجانبي سيستم را 

  . شامل تنها يك نقطه مي باشدMبراي اينكار كافي است كه نشان دهيم ناحيه . تعيين كنيم
)ت هاي با سرعت صفر  را مجموعه حالRاگر مجموعه  )0=x& 

تعريف كنيم نشان خواهيم داد كه بزرگترين مجموعه نامتغير در 

R يعني مجموعة  M  ،همان مبدأ صفحه مختصات است .  

  . ها استx همان محور Rدر حال حاضر مجموعه 
x

x&

 
  . نيز باشدxيت غير صفر  شامل نقطه اي با موقعMحال فرض كنيم كه 

  :در اين صورت شتاب سيستم در آن نقطه عبارتست از

310 x
m
kx

m
kx ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=&&  

ير حالتي سپس هر م.  شتاب غير صفر يعني داشتن سرعت،)x ≠ 0چون (كه همواره مخالف صفر است 

ن دقيقا  نيز همين مورد صادق است و ايM خارج خواهد شد و براي مجموعه R مطمئنا از ،از سيستم

  .با تعريف اوليه، در تناقض خواهد بود

  . چيز ديگري نخواهد بود و اين همان پايداري مجانبي است غير از مبدأ،Mپس 

در مثال بعد مي خواهيم اين نكته را بررسي كنيم كه آيا مي توان ناحيه جذب يك نقطه تعادل را با 

  .قضيه مجموعه نامتغير تعيين كرد

)يرخطي پايدار تابع لياپائوف با ضابطه  براي يك سيستم غ:مثال ) 2
2

2
1 xxxV  تعريف شده =+

  . است
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21 را در صفحه lΩاگر ناحيه  xx  باشد آنگاه با توجه V (x) < 1 ناحيه اي در نظر بگيريم كه در آن ،−

 به تنهايي R  مبداء صفر خواهد شد بنابراين  تنها درV(x)و ذكر اين نكته كه مشتق  V(x)به تعريف 

يك مجموعه نامتغير محسوب مي گردد چرا كه مبداء خود در نتيجه مبدا صفحه مختصات مي باشد و 

  .يك نقطه تعادل سيستم است

با توجه به اينكه تمامي شرائط لازم طبق قضيه مجموعه نامتغير محلي برقرار است لذا هر مسير حالت 

، به سمت مبداء همگرا خواهد شد بنابراين ناحيه جذب نقطه تعادل توسط lΩخل دايره شروع شونده دا

  .قضيه مجموعه نامتغير تعيين شده است

   بررسي سيكل حدي جذب كننده:مثال

  .به سيستم زير دقت كنيد

[ ]102 2
2

4
1

7
121 −+−= xxxxx&  

[ ]1023 2
2

4
1

5
2

3
12 −+−−= xxxxx&  

 اما سيستم داراي پايداري ، كه علي رغم منفي نيمه معين مشتق تابع لياپائوفدر اين مثال خواهيم ديد

  .مجانبي است و هر مسير حالتي در نهايت به يك سيكل حدي محدود مي گردد

  . مجموعه نقاطي كه توسط معادله زير بيان مي شوند يك مجموعه نامتغير را تشكيل مي دهند

102 2
2

4
1 =+ xx  

  ) مسير بيضي گون استكه معادله يك(

)چرا كه مشتق آن يعني  ) ( ) ( )102124102 2
2

4
1

6
2

10
1

2
2

4
1 −++−=−+ xxxxxx

td
d بر 

  .روي خود مجموعه صفر است

  .از طرفي بايد توجه داشت كه حركت بر روي اين مسير، معادلات زير را به دست مي دهد

21 xx =&  
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3
12 xx −=&  

حالت جديد را ترسيم كنيم يك سيكل حدي بدست اگر مسير حالت بدست آمده توسط دو معادله 

  .خواهد آمد كه متغيرهاي حالت بر روي آن و در جهت حركت عقربه ساعت جابجا مي شوند

  آيا اين سيكل حدي قابليت جذب مسيرهاي حالت را دارد؟

 اگر پاسخ اين سوال مثبت باشد يعني آنكه سيستم اوليه داراي پايداري مجانبي است جهت پاسخگوئي،

  .يك تابع لياپائوف كانديد را به شكل زير تعريف مي كنيم

( )22
2

4
1 102 −+= xxV  

 ط، كه سيكل حدي را محاlΩ مثبت ناحيه l، و قضيه مجموعه نامتغير، به ازاء هر Vبا توجه به تعريف 

   داريمVمي كند، يك ناحيه محدود خواهد بود همچنين با محاسبه مشتق 

( ) ( )22
2

4
1

6
2

10
1 10238 −++−= xxxxV&  

V&همواره منفي است مگر آنكه   

102 2
2

4
1 =+ xx 03   يا    6

2
10
1 =+ xx  

  . مساوي صفر مي گردد&Vكه در اين صورت

واهد معادله سمت چپ معرف سيكل حدي است و معادله سمت راست معرف مبداء صفحه مختصات خ

  .بود

 پذيرفتني ،متغير چون هر سيكل حدي و هم مبداء بعنوان مجموعه نامتغيرناطبق قضيه مجموعه 

  . عبارتست از اجتماع اين دو مجموعهMهستند، پس 

 به lΩ كوچكتر يا مساوي صفر شده است لذا تمام ميرهاي حالت در &Vدر نهايت با توجه به اينكه 

. سمت سيكل حدي يا مبداء همگرا خواهد شد و اين خود به مفهوم پايداري مجانبي محلي خواهد بود

  .به شكل زير توجه كنيد
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 به طور كامل مثال فوق را مورد بررسي قرار داده در رابطه با MATLAB به كمك نرم افزار :تمرين

  . بحث كنيد0ري سيكل حدي و نقطه پايداري يا ناپايدا

  globalقضيه مجموعه نامتغير 

)سيستم نامتغير با زمان  )xfx=& با تابع f پيوسته و تابع اسكالر V (x) را كه مشتقات اول جزئي 

  :آن نيز پيوسته است در نظر بگيريد اگر فرض كنيم كه

)براي تمام ناحيه فضاي حالت  • ) 0≤xV& و  

) آنگاه x→∞وقتي  • ) ∞→xV 

  

) مجموعه كليه نقاطي باشد كه در آن Rحال اگر  ) 0=xV& و M بزرگترين مجموعه نامتغير در R،  

)آنگاه تمام جواب هاي سيستم  )xfx=& به مجموعه Mهمگرا خواهند شد .  

 به بيان فوق آنچه كه در مثال قبل آورده شد عملا نشان مي دهد كه سيكل حدي ارائه شده كه با توجه

  . پايدار است(global) است به طور همه گير Mنماينده مجموعه 

)سيستمي با معادله : مثال ) ( ) 0=++ xcxbx&& را كه در آن b و c توابعي با ضابطه زير هستند در 

  .نظر بگيريد

 اگر
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( )
( ) conditionSign

xxcx
xxbx

←
⎭
⎬
⎫

≠>
≠>

00
00&&

  

  . غير خطي را نيز مي توان توسط فرم معادله فوق بيان كردRLCيك مدار 

)(xCVC = xVL &&= )(xbVR &=

xi &= 
 مجـانبي خواهـد بـود اگـر تـابع مثبـت       در اين مثال مي خواهيم نشان دهيم كه نقطه تعادل صفر پايدار  

  . را به شكل زير تعريف كنيمV (x)معين 

( )∫+=
x

dyycxV
0

2

2
1
&  

  ژي ذخيره شده در سلف و خازن است، آنگاه كه همان مجموعه انر

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0≤−=+−−=+= xbxxxcxcxxbxxxcxxV &&&&&&&&&&&  

 به مفهوم اتلاف انرژي در سيستم بوده و از نقطه نظر فيزيكي همان مفهوم پايداري را &Vمنفي بودن 

  .)به شكل زير توجه كنيد (.دارد 

x&

)(xb &

x

)(xC

)(xC)(xb &  
) ،  باشد&x=0، تنها اگر &Vبنابراين با توجه به ضابطه  ) 0=xbx  x است و ظاهرا غير صفر بودن &&

 مثبت نيمه معين است −&V پس مي توان گفت كه . را صفر كند&V مي تواند  باشد،&x=0اگر ، نيز 

  .و لذا در تعيين پايداري مجانبي مشكل داريم

 اگر
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  :اما اگر بحث را اينطور ادامه دهيم كه

   نيز مساوي صفر است چرا كهx باشد آنگاه حتما &x=0اگر 

)از روي منحني  )xb )باشد آنگاه  &x=0 داريم اگر & )xb ) نيز صفر است با صفر شدن & )xb  در &

  .معادله ديفرانسيل اوليه سيستم به دست خواهيم آورد

( ) ( )xcxxcx −=→=++ &&&& 00  

بنابراين نتيجه خواهيم گرفت كه سيستم نمي تواند . غير صفر استآنگاه عبارت فوق،   باشدx ≠ 0اگر 

 تعريف شده توسط Rو اين بدان معني است كه با مجموعه .  را به دست آورد(0 , 0)الي غير از نقطه تع

  .عبارت است از مبداء صفحه مختصات) R در Mيعني ( بزرگترين مجموعه نامتغير  ،&&x=0ضابطه 

  .تعيين كنيملذا با كمك قضيه مجموعه نامتغير توانستيم پايداري مجانبي محلي سيستم را 

  آناليز لياپائوف سيستمهاي خطي نامتغير با زمان

 با  استفاده از تابع لياپائوف،   مي خواهيمشد در اينجا همانگونه كه در مورد سيستمهاي غيرخطي بحث 

   نخست چند تعريف.پايداري سيستمهاي خطي را مورد تحليل قرار دهيم

  ) tric Symme–Skew(ماتريس هاي متقارن، نيمه متقارن 

TMM را متقارن مي گوئيم اگر Mماتريس مربع  - 1 ) باشد = )ijji MM =  

TMM را نيمه متقارن مي گوئيم اگر Mماتريس مربع  - 2    باشد=−

 مي تواند به صورت مجموع يك ماتريس متقارن و نيمه متقارن نمايش M هر ماتريس مربع :1نكته

  چرا كه مي توان نوشت. شودداده 

22

TT MMMMM −
+

+
=  

  .جمله اول يك ماتريس متقارن و جمله دوم يك ماتريس نيمه متقارن است
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   چرا كه. تابع مربع هر ماتريس نيمه متقارن همواره برابر صفر است:2نكته

 هر بردار xكه است  xMxT برابر M ماتريس نيمه متقارن quadratic functionتابع مربع يا 

  . مي تواند باشدn× 1اختياري 

  حال مي توان نوشت

xMxxMx TTT −=    ( TMM −= چون(  

  دش جايگزين كرد يعني هاچون عبارت سمت چپ يك اسكالر است مي توان آنرا با تران

xMxxMxxMx TTTT −==  

  يعني نشان داده ايم كه

xMxxMx TT −=  

  . باشدxMxT=0و اين تنها در حالتي صفر است كه 

شرط لازم و كافي براي آنكه يك ماتريس نيمه متقارن باشد آن است كه تابع مربع آن : نكته بسيار مهم

  . برابر صفر باشدxبه ازاء هر 

 تابع لياپائوف پيشنهادي براي آناليز پايداري  به عنوانxMxTدر تحليل هاي بعدي از عبارت 

  .سيستمهاي خطي استفاده خواهيم كرد

 ماتريس متقارن باشد يا نباشد را مي توان همواره به M چه xMxT هر تابع مربعي به فرم :نكته

  .بع مربع با يك ماتريس متقارن تبديل نمودتاصورت يك 

  : مي گوئيم اگر(pd) را مثبت معين Mماتريس مربع  :تعريف ماتريس مثبت معين

x ≠ 0 0 آنگاه>xMxT  

  .مثبت معين باشدxMxT را مثبت معين مي گوئيم اگر تابع مربع M و يا به عبارت ديگر
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واره كوچكتر  همMx و انتقال يافته آن يعني xمفهوم هندسي بيان فوق اين است كه زاويه بين بردار 

  . استo90يا مساوي 

 رطق ، مثبت معين باشد آن است كه المان هاي M يكي از شرايط لازم براي آنكه ماتريس مربع :نكته

  .اصلي آن همگي مثبت باشند

 مثبت معين باشد آن M ، شرط لازم و كافي براي آنكه ماتريس مربع Sylvester طبق قضيه :نكته

1112212211يعني( هاي اصلي آن minorتمام است كه  ,,, MMMMM −K دترمينال M (

  .مثبت باشند

  .و يا به طور معادل تمام مقادير ويژه آن همگي مثبت باشند

  . همواره به صورت زير قابل تجزيه استM هر ماتريس مثبت معين :نكته

UuM T Γ=  

Iuuه و داريم  بودM ماتريس بردارهاي ويژه ماتريس Uكه  T  ماتريس قطري است كه Γ و =

  . بر روي قطر اصلي آن قرار دارندMمقادير ويژه 

   بزرگترين آنها باشد آنگاهmaxλ و M كوچكترين مقدار ويژه minλمي توان نشان داد كه 

( ) ( ) 2
max

2
min xMxMXxM T λλ ≤≤  

  

  وف براي سيستم هاي خطي نامتغير با زمانتوابع لياپائ

xAxبراي سيستم خطي   زير را (quadratic function) تابع لياپائوف چند جمله اي منبع &=

xpxV          پيشنهاد مي دهيم  T=  

  . يك ماتريس مثبت معين متقارن مي باشدPكه 
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   سيستم داريم در طول مسير حالتVبا مشتق گيري از 

xpxxpxV TT &&& +=  

   بنابراين &=xAxداريم 

TTT Axx =&  

   داريم&Vبا جايگزيني در 

xApxxpAxV TTT +=&  

( ) xAppAx TT −=  

)                                 اگر تعريف كنيم )AppAQ T +−=   

  .)به معادله فوق اصطلاحا معادله لياپائوف مي گوئيم

xQxV                                                   خواهيم داشت T−=&  

 مثبت معين مي باشد آنگاه مي توان گفت كه مبداء به طور همه جانبه Qاگر بتوان نشان داد كه 

(globally)پايدار مجانبي است .  

 مثبت معين نيست Qنكه استنتاج فوق كاملا منطقي است اما مي توان نمونه هايي را مثال زد كه با آ

  .اما سيستم پايدار است

   خطي ماتريس سيستم به قرار زير است2 در يك سيستم درجه :مثال

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
128
40

A  

  : داريمQيم آنگاه براي  را ساده ترين نوع ماتريس مثبت معين يعني ماتريس واحد اختيار كنpاگر 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

=+=−
244
40

AppAQ T  

  . مثبت معين نيستQماتريس 
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 تعريف شده هيچ نتيجه خاصي بر روي پايداري سيستم استخراج نخواهيم Pدر اين حالت بر اساس 

  .كرد

  . مثبت معين نشده نخواهيم گفت كه سيستم ناپايدار استQيعني آنكه چون 

 است و لذا به طور همه جانبه پايدار S = - 8 و S = - 4مقادير ويژه اتفاقا سيستم مورد سوال داراي 

 .مجانبي است

  : يك راه بسيار مفيد در مطالعه پايداري سيستم هاي خطي آن است كه

 را انتخاب كنيم و سپس از Q ، نخست يك ماتريس مثبت معين Q و سپس يافتن pبه جاي انتخاب 

QAppATروي معادله  −=+، p را يافته چنانچه p مثبت معين گردد آنگاه چند جمله اي ، 

xpxT)2/1( تابع لياپائوف براي سيستم خطي بوده و در ضمن پايداري مجانبي سيستم نيز تضمين ، 

  .شده است

  .در اين رابطه به قضيه زير دقت كنيد

xAx نامتغير با زمان  شرط لازم و كافي براي آنكه سيستم:قضيه  كاملا پايدار باشد آن است كه &=

 كه جوابي از معادله لياپائوف مي p ، ماتريس منحصر بفرد Qهر ماتريس متقارن مثبت معين  براي

  .مثبت معين و متقارن باشد باشد،

 با توجه به توضيحات قبلي، به طور خودكار، شرط كافي بودن كاملا مشهود است، در ادامه :اثبات

رط لازم بودن را مورد بررسي قرار مي دهيم نخست نشان خواهيم داد كه براي هر ماتريس مثبت ش

 موجود خواهد بود به نحوي كه در معادله لياپائوف صدق p همواره يك ماتريس مثبت معين Qمعين 

  .كند

  . منحصر به فرد نيز هستp ، ماتريس Qپس از آن نشان خواهيم داد كه به ازاء هر ماتريس 

   يك ماتريس مثبت معين باشد و قرار دهيم Qاگر 
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( ) ( )∫
∞

=
0

expexp dttAQtAP T  

انتگرال فوق وجود ) داراي مقادير ويژه منفي باشد( مطلقا پايدار باشد Aمي توان نشان داد كه چنانچه 

   نيز مثبت معين است از طرفي مي توان نشان داد كه Q ، p معين بودن مثبتداشته و بخاطر 

( ) ( )[ ]∫
∞

=
=−

0
expexp

t
T tAQtAdQ  

  با بسط عبارت داخل انتگرال داريم

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

=
+=−

0
expexpexpexp

t
TTT dtAtAQtAtAQtAAQ  

 ميل مي كند صفر خواهد شد t→∞ زماني كه tATe و tAe پايدار است پس جملات Aچون 

AppAQ                                                                   پس مي توان نوشت  T += 

يعني .  بررسي كردtAe را نيز مي توان با جواب ديگري از معادله لياپائوف مثل pمنحصر به فرد بودن 

  :داريم

( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

=
+−=

0 111 expexp
t

TT AtAPPAtAdP  

( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

=
+=

0 11 expexp
t

TT dtAtAPPAtA  

( ) ( ) PdtAtQtAT == ∫
∞

0
expexp  

   مجددا به بررسي پايداري خواهيم پرداختبراي مثال قبل

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

Q  

   داريم Pو براي 
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2112
2221

1211 pp
pp
pp

P =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

  با تشكيل معادله لياپائوف داريم

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

124
80

128
40

2221

1211

2221

1211

pp
pp

pp
pp  

  به دست خواهيم آورد* 

15 221211 === ppp  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
15

P  

  .اين سيستم به طور همه جانبه پايدار مجانبي استاين ماتريس مثبت معين است بنابر

   لياپانوف تابع تعيين براي پيشنهادي هاي روش

 Krasovskii روش

  .از اين روش جهت تعيين تابع لياپائوف براي سيستمهاي غيرخطي نامتغير با زمان استفاده مي شود

 Krasovskii قضيه

)براي يك سيستم غيرخطي با ضابطه  )xfx  كه نقطه تعادل آن مبدا و مي باشد و با تعريف &=

   به صورت زيرA (x)ين بماتريس ژاكو

( )
x
fxA

∂
∂

=  

TAAFاگر ماتريس   از مبدا، منفي معين باشد آنگاه نقطه تعادل مبداء Ω در يك همسايگي =+

  :ت است از تابع لياپائوف براي اين سيستم عبار.پايدار مجانبي است

( ) ( ) ( )xfxfxV T=  
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  به سمت بي نهايت ميل مي كند،|| x || كل ناحيه فضاي حالت سيستم باشد و زماني كه Ωاگر 

V (x)نيز به سمت بي نهايت ميل كند، آنگاه نقطه تعادل به صورت همه جانبه پايدار مجانبي است . 

   سيستم غيرخطي زير را در نظر بگيريد:مثال

( )2111211 ,26 xxfxxxx =≡+−= &&  

( )2122
3
2212 ,262 xxfxxxxx =≡−−= &&  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

= 2
2

2

2

1

2

2

1

1

1

662
26
x

x
f

x
f

x
f

x
f

x
fA  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=→+= 2

212124
412
x

FAAF T  

نقطه  krasovskiiطبق قضيه پس ).  هاي آن مثبت نيستندminorهمه (  منفي معين است Fچون 

  .مبداء پايدار مجانبي است

ff: در ضمن تابع لياپائوف نمونه عبارتست از T  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+−
= 3

221

21

262
26
xxx
xx

f  

( ) ( )23
221

2
21 26226 xxxxxffV T −−++−==→  

   تعميم يافتهKrasovskiiقضيه 

) براي سيستم غير خطي )xfx=& همراه با نقطه تعادل در مبداء و ماتريس ژاكوين A (x) شرط ، 

 وجود Q  وPكافي براي آنكه مبداء پايدار مجانبي باشد آن است كه ماتريس هاي مثبت معين متقارن 
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 از مبداء، Ω ، در همسايگي X ≠ 0 با ضابطه زير و براي هر F (x)داشته باشد به نحوي كه ماتريس 

  .منفي نيمه معين باشد

( ) QAPPAxF T ++=  

)در اين حالت تابع لياپائوف مربوطه عبارت  ) fPfxV T=تعريف خواهد شد .  

  روش گراديان متغير

است كه گراديان يك تابع لياپائوف ناشناخته در اختيار است و سپس با انتگرال مبناي اين روش آن 

هاي مرتبه پايين بسيار ستم اين روش براي سي. گيري از آن، تابع لياپائوف مورد نظر تعيين خواهد شد

  .موفقيت آميز مي باشد

  .شد تابع لياپائوف باشد بنابراين مشتق خود به صورت زير مربوط خواهد V (x)اگر 

( ) ∫ ∇=
x

dxvxV
0

 

  كه
T

nx
v

x
vv ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

=∇ ,,
1
L  

، الزاما در تابع گراديان بايستي شرط ∇vبه منظور استخراج يك تابع لياپائوف منحصر به فرد از روي 

curlبه قرار باشد يعني   

( )nji
x
v

x
v

i

j

j

i ,,2,1, K=
∂

∂∇
=

∂
∂∇  

 يعني ∇v امين مولفه از تابع iv∇ ، iدقت داشته باشيد كه منظور از 
ix
v

∂
  . مي باشد∂

   بيان مي دارد كه curl باشد، آنگاه شرط 2به عنوان نمونه اگر تعداد متغيرهاي حالت 

1

2

2

1

x
v

x
v

∂
∇∂

=
∂
∇∂  
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  ساده ترين انتخاب جهت تابع گراديان فرم چند جمله اي آن است 

∑
=

=∇
n

j
jjii xaV

1
 

با توجه به توضيحات فوق الگوريتم يافتن تابع .  ها ضرائبي هستند كه بايد تعيين گردندjiaكه 

  . به صورت زير خواهد بودVلياپائوف 

 شند  به شكل زير يا هر فرم ديگري تعريف شده با∇vفرض كنيم كه المانهاي مختلف  )1

∑
=

=∇
n

j
jjii xaV

1
 

 ها مي توانند توابعي jia( برقرار باشد curl را به گونه اي تعيين كنيم كه شرط jiaضرائب  )2

 )از متغيرهاي حالت باشند

  منفي نيمه معين شود &V ها اين محدوديت اعمال گردد كه jiaدر تعيين  )3

 . تعيين گرددV، تابع &Vبا انتگرال گيري از  )4

 . تست گرددVمثبت معين بودن  )5

  

ير انتگرال گيري كاملا مستقل است و لذا به س ، لذا نتيجه انتگرال گيري از مcurlنظر به برقراري شرط 

  .هنگام انتگرال گيري به گونه زير عمل مي شود

( ) ( ) ( )∫∫ +∇+∇= x dxxxVx dxxVxV 21

0 22120 111 0,,0,,0,,0, KKK  

( )∫ ∇+ x dxxxxVn

nnn0 21 ,,, K  

  . با روش گراديان متغير تابع لياپائوف را براي سيستم غيرخطي زير بيابيد:مثال

11 2 xx −=&  
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2
2122 22 xxxx +−=&  

  :گراديان تابع لياپائوف را به صورت زير در نظر مي گيريم

2121111 xaxav +=∇  

2221212 xaxav +=∇  

  curlبا فرض برقراري شرط 

1

2

2

1

x
v

x
v

∂
∇∂

=
∂
∇∂

 

1

21
121

2

12
212 x

a
xa

x
a

xa
∂
∂

+=
∂
∂

+→  

  با انتخاب 

0,1 21122211 ==== aaaa  

  خواهيم داشت

2211 , xvxv =∇=∇  

  : عبارتست از&Vبنابراين 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
∇∇=∇= 2

212

1
21 22

2
xxx

x
vvxvV &&  

( )21
2
2

2
1 122 xxxxV −−−=&  

) در ناحيه &V مشخص است كه كاملا ) 01 21 >− xxهمواره منفي معين است .  

  : به صورت زير به دست مي آيدV (x)لذا 

( )
2

2
2

2
1

0 220 11
21 xxdxxdxxxV
xx +

=+= ∫∫  

  . مثبت معين بوده و لذا پايداري مجانبي محلي مبداء تضمين شده استV (x)تابع 
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  .ش ميزان توابع لياپائوف مختلفي را به دست آورددقت داشته باشيد كه طبق اين رو

  بعنوان مثال اگر داشتيم 

2
21211 ,1 xaa ==  

3,3 22
2
221 == axa  

  .تابع لياپائوف جديدي به دست مي آمد كه شرائط پايداري را نيز برآورده مي كرد

  

  پايان  فصل سوم
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  فصل چهارم

  تئوري پيشرفته پايداري

 مورد مطالعه قرار (Autonomous)ل، آناليز لياپائوف براي سيستمهاي نامتغير با زمان قبدر فصل 

 هستند لذا (non – Autonomous)نظر به اينكه در عمل اكثر سيستمها متغير با زمان . گرفت

  .مطالعه و آناليز پايداري آنها نيز حائز اهميت است

متغير زمان، مفاهيم ديگري از  ن فصل همچنين پس از مطالعه آناليز پايداري سيستمهايدر اي

  .تئوري پيشرفته پايداري مورد بررسي قرار خواهد گرفت

  مفهوم پايداري براي سيستمهاي متغير با زمان

در فصل قبل اشاره اي مختصر به بحث پايداري سيستمهاي متغير با زمان گرديد اما در اين فصل 

  .يشتر مطلب را مورد مطالعه قرار مي دهيمب

، وابسته بوده و لذا در تعاريف 0tيعني رفتار سيستمهاي متغير با زمان به زمان شروع كار سيستم

  .پايداري اين زمان بايد لحاظ شود

 جهت مشخص كردن رفتار (uniformity)از طرف ديگر مفهوم جديدي به نام يكنواختي 

  .مطالعه قرار خواهيم دادمورد تمهاي متغير با زمان الزامي است كه در ادامه آن را نيز سيس

  مثالي ساده از يك سيستم نامتغير با زمان

)                                    . به سيستم مقابل توجه كنيد:مثال )
21 x
xtax

+
−=&  

 هاي بزرگتر از صفر اين نقطه tه ازاء جميع  است و بx = 0اين سيستم داراي يك نقطه تعادل در 

  .تعادل برقرار است

  اما اگر سيستم را به فرم زير تغيير دهيم

( ) ( )tb
x
xtax +

+
−

= 21
&  
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 سيستم داراي نقطه تعادل است و قاعدتا آناليز چنين b (t) ≠ 0آنگاه نمي توان گفت كه به ازاء 

  .سيستمهايي با آنچه تا كنون داشته ايم متفاوت است

  تعميم مفاهيم پايداري سيستم هاي نامتغير با زمان جهت سيستم هاي متغير با زمان

در اين بخش مفاهيم پايداري، ناپايداري و پايداري مجانبي را براي سيستم هاي متغير با زمان ارائه 

  .خواهد داشت دخالت 0t پارامتر زماني ،مي كنيم دقت داشته باشيم كه در كليه مفاهيم

، يك اسكالر مثبت R > 0  را پايدار مي گوئيم اگر براي هر 0t در لحظه 0 نقطه تعادل :١تعريف

   است وجود داشته باشد به نحوي كه اگر 0t و R كه تابعي از rهمچون 

( ) ( ) ttRtxrtx ≥∀<⇒<0  

  .پايدار استدر غير اين صورت نقطه تعادل نا

  : پايدار مجانبي است اگر دو شرط زير برقرار باشد0t در لحظه 0 نقطه تعادل :2تعريف

  .پايدار باشد) الف

)اگر ) ب ) 00 >tr كه به ازاء آن داشته باشد وجود ( ) ( )00 trtx  آنگاه زماني كه گردد >

∞→t ،ميل مي كند ( ) 0→txميل كند .  

، همواره يك ناحيه جذب براي مسيرهاي 0tمي دارد كه به ازاء هر زمان اوليه  پايداري مجانبي الزام

  .حالت وجود داشته باشد

نحوي كه  موجود باشند بλ و α ضريب مثبت پايدار نمائي است اگر دو 0 نقطه تعادل :٣تعريف 

)براي مقادير به اندازه كوچك  )0txداشته باشيم ،.  

( ) ( )
00

0 ttextx tt ≥∀≤ =−λα  

) پايدار مجانبي همه جانبه است اگر به ازاء 0 نقطه تعادل :۴ تعريف )0tx زماني كه ∞→t 

)ميل مي كند  ) 0→txند ميل ك.  

  . به سيستم مرتبه اول روبرو دقت كنيد:مثال

( ) ( ) ( )txtatx −=&  
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  :جواب اين معادله به قرار زير است

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= ∫

λ
ττ

t
datxtx exp0  

0tt باشد به ازاء a(t) ≥ 0با توجه به تعاريف ارائه شده براي پايداري، اگر   آنگاه عبارت ≤

( ) ∞+=∫
λ

ττ
t

da
0

  .در نتيجه سيستم به طور مجانبي پايدار است و 

 به نحوي وجود داشته باشد كه به ازاء Tاين سيستم همچنين پايدار نمائي است اگر عدد مثبت 

   ، داشته باشيم t ≥ 0جميع 

( ) γττ ≥∫
+Tx

t
da  

  . يك ثابت مثبت استγكه 

   در پايداري)uniformity(معرفي مفهوم يكنواختگي 

)بل وابستگي مفاهيم مختلف پايداري را به زمان شروع كار سيستم در بخش هاي ق )0t نشان 

در سيستمهاي غيرخطي يكنواختي روند پاسخ نيز حائز اهميت است و عموما هر چه روند . داديم

  .مقاومت سيستم در قبال اغتشاش بيشتر خواهد بود. پاسخ سيستم يكنواخت تر باشد

  وابسته است tبه زمان شديدا  ، كه چون نحوه پاسخ در سيستمهاي متغير با زمانبايد دقت داشت

 و به همين دليل مي توان گفت كه در سيستم خواهد بود بر روي يكنواختي اثر گذار tلذا زمان 

  .هاي نامتغير با زمان تمام خواص پايداري، داراي ويژگي يكنواختي نيز هستند

 1  در تعريفr طور محلي پايدار يكنواخت مي گوئيم اگر اسكالر  را به0 نقطه تعادل :5تعريف 

 r = r (R) انتخاب گردد يعني 0tمستقل از 

دقت داشته باشيد كه دليل واقعي جهت معرفي مفهوم پايداري يكنواخت آن است كه سيستمهاي 

0ttبا پايداري بسيار ضعيف در بازه زماني    . را از طبقه بندي سيستمهاي پايدار خارج كنيم<

در ضمن اگر سيستم داراي پايداري مجانبي يكنواخت باشد مي توان گفت كه لحظه شروع به كار 

  .خيلي بر روي روند همگرائي حالت سيستم تاثيرگذار نيست) 0tلحظه (سيستم 
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  :انبي يكنواخت محلي است اگر نقطه تعادل در مبداء پايدار مج:6تعريف 

  .پايدار يكنواخت باشد) الف

RBگوي جذبي همچون ) ب 0
 است وجود داشته باشد به نحوي كه هر 0t كه شعاعش مستقل از 

RBمسير حالتي از سيستم با حالت اوليه اي در  0
 (0) و به طور يكنواخت به مبداء 0t، در لحظة 

  .همگرا گردد

 به طور يكنواخت صورت گيرد، آنگاه 0tدر حقيقت وقتي كه همگرائي مسيرهاي حالت بر حسب 

0120 كه 2R و 1Rبراي تمام مقادير  RRR  2R و 1R به T زماني مثبت  و پريود>>≥

) اگر t≤0به نحوي كه به ازاء . وابسته است وجود دارد ) 10 Rtx  آنگاه به ازاء جميع >

( )210 ,RRTtt ) داريم ≤+ ) 2Rtx <  

RBمسير حالت شروع شده در ناحيه  معني است كه بدانو اين  1
 كه T پس از گذشت زمان 

RB است به ناحيه كوچكتر 0tمستقل از  2
  . همگرا خواهد شد

  :نتيجه

 پايداري مجانبي يكنواخت همواره پايداري مجانبي را نتيجه مي دهد اما عكس آن همواره درست

  . نيست

  .مثال زير اين مورد را تشريح مي كند

        .اول مقابل را در نظر بگيريد سيستم درجه :مثال
t
xx
+

−=
1

&  

)                          حل عمومي سيستم عبارت است از  ) ( )0
0

1
1 tx
t
ttx
+
+

=  

 مي گردد اما نحوة همانگونه كه ملاحظه مي شود اين پاسخ به طور مجانبي به سمت صفر همگرا

  . وابسته است0tهمگرائي يكنواخت نيست و اين بدان دليل است كه سرعت همگرائي به 
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 مي توان نشان داد كه پايداري نمائي سيستم هاي غيرخطي منجر به 3 با بكارگيري تعريف :نكته

  .پايداري مجانبي يكنواخت خواهد شد

RBبي يكنواخت همه جانبه را مي توان با تعويض ناحيه جذب  مفهوم پايداري مجان:نكته 0
 با كل 

  .ناحيه فضاي حالت، توصيف كرد

  :آناليز لياپائوف براي سيستم هاي متغير با زمان

  روش مستقيم لياپائوف

  قبل از بيان روش لازم است كه به چند تعريف بپردازيم

   توابع نزوليتوابع مثبت معين متغير با زمان و

 و t,0(V( = 0 را مثبت معين محلي گوئيم اگر V) t, x( تابع متغير با زمان و اسكالر :7تعريف 

)يك تابع مثبت معين نامتغير با زمان همچون  )xV0 بنحوي وجود داشته باشد كه   

( ) ( )xVtxVtt 00 , ≥⇒≥∀  

 مثبت معين محلي باشد آن است كه بر ،غير با زمانبه بيان ديگر شرط لازم براي آنكه يك تابع مت

  .يك تابع مثبت معين محلي نامتغير با زمان غالب باشد

تمامي تعاريفي كه قبلا براي توابع مثبت نيمه ميعن و منفي معين و منفي نيمه معين جهت : نكته

  . باشد صحيح ميtسيستمهاي نامتغير با زمان ارائه شد در اينجا با وارد كردن پارامتر 

   نزولي ناميده مي شود اگر دو شرط زير برقرار باشد t, x (V( تابع اسكالر :8تعريف 

  V(0 , t) = 0) الف

)تابع مثبت معين ) ب )xVl) بنحوي وجود داشته باشد كه ) نامتغير با زمان  

( ) ( )xVtxVtt l≥⇒≥∀ ,0  

  بررسي قرار دهيد  را مورد V(x , t) مثبت معين بودن تابع :مثال

( ) ( ) ( )2
2

2
1

2 ,1, xxtSintxV +=  
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  . برقرار استV(0 , t) = 0كاملا مشخص است كه شرط اول 

11 از طرفي با توجه به محدود بودن ≤≤− tSin  مي توان گفت كه پس  

( ) ( )[ ]2
2

2
10

2
2

2
1, xxxVxxtxV +=+〉  

)همچنين اين تابع نزولي است چرا كه به ازاء تابع  ) ( )2
2

2
12 xxxVL    مي توان نوشت ≥+

( ) ( )2
2

2
12, xxtxV +≤  

  قضيه لياپائوف براي پايداري سيستم هاي متغير با زمان

   و مطالعه يك قضيه فرعي مي پردازيمκنخست به تعريف توابع كلاس 

ا ي و κ تعريف شده است را از كلاس R+ به R+ كه از α تابع پيوسته :κتعريف تابع كلاس 

   ناميم اگر ميκمتعلق به كلاس 

1) α (0) = 0 

2) α (p) > 0  0>∀ p  

3) αغير نزولي باشد .  

 

 از كلاس αگر و فقط اگر تابع است ا) همه جانبه( مثبت معين محلي v(x , t)  تابع:قضيه فرعي

κوجود داشته باشد بنحوي كه   

1) V(0 , t) = 0 

2) V(x , t) ≥ α ( || x || ) 

RB  هاي متعلق به ناحيهx و t ≥ 0روابط فوق بايد به ازاء جميع  0
صحيح ) با تمام فضاي حالت (

  .باشد

 κ از كلاس βنزولي گوئيم اگر و فقط اگر تابع ) همه جانبه(يا  را محلي V(x , t)همچنين تابع 
RBX و جميع t ≥ 0وجود داشته باشد بنحوي كه به ازاء جميع 

0
يا تمام ناحيه فضاي  (∋

  .رابطه زير برقرار باشد) حالت

www.konkur.in

forum.konkur.in



7 

V(x , t) ≤ β ( || x || )                                                                                    
  :اثبات

  : بررسي مثبت معين بودن اثبات قسمت اول يعنينخست

 خود يك تابع مثبت معين اسكالر α(|| x ||)شرط كفايت از تعريف كاملا مشخص است چرا كه 

  . پس به اثبات لازم بودن شرط مي پردازيم. نامتغير با زمان خواهد بود

)فرض مي كنيم كه تابع مثبت نا متغير با زماني همچون  )xV0  به نحوي كه

( ) ( )xVtxV 0,  وجود خواهد κ از كلاس αنشان خواهيم كه تابع . داشته باشد وجود ≤

  داشت كه رابطه 

V(x, t) ≥ α(|| x ||) )1(  

  برقرار باشد

  .ا به قرار زير تعريف مي كنيم رα (p)تابع 

( ) ( )xVp
Rxp

0inf
≤≤

=α  

)در ضمن از آنجائيكه . نزولي است  يك تابع پيوسته غيرα بوده و α (0) = 0بنابراين  )xV0 يك 

. همواره مثبت است  p > 0 براي α(p) ، مخالف صفر است پس 0تابع پيوسته بوده و بجز در 

 براي اثبات قسمت دوم .را توصيف مي كند) 1(، رابطه )2( بوده و رابطه κ  از كلاسαبنابراين 

  .قضيه فرعي، به كتاب هاي كنترل غيرخطي مراجعه كنيد

 با مشتقات اول V(x , t) ، تابع اسكالر 0 اگر فرض كنيم كه در همسايگي نقطه تعادل :قضيه
 مخالف x بنحوي موجود بوده كه به ازاء هر κز كلاس ا αجزئي وجود داشته باشد و يك تابع 

  صفر شرايط زير برقرار باشند يعني
V(x , t) ≥ α ( || x || ) > 0  )1(  

( ) 0, ≤txV&                   2( a) 

 

  .آنگاه نقطه تعادل صفر پايدار لياپائوف خواهد بود

)2(  
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   بنحوي وجود داشته باشد كه κ از نوع كلاس βاز طرفي اگر تابع اسكالر 

V(x , t) ≤ β ( || x || )  )3(  

  . پايدار يكنواخت است0آنگاه نقطه تعادل 

 با عبارت زير جايگزين گردد ) a2(برقرار بوده و شرط ) 3(و ) 1(همچنين اگر شروط 

( ) 0<−≤ xV γ&    2( b) 

آنگاه نقطه تعادل صفر پايدار مجانبي .  استκلر ديگر از نوع كلاس  يك تابع اسكاγكه 

  .يكنواخت خواهد بود

   در كل فضاي حالت برقرار باشند و 3 و b2، 1و اگر شروط 

( ) ∞→
∞→

x
x

αlim  

  . است(global) پايدار مجانبي يكنواخت همه جانبه 0آنگاه نقطه تعادل 

  .ستم شكل مقابل توجه كنيد به سي:مثال

( ) ( ) ( )txetxtx t
2

2
11

−−−=&  

( ) ( ) ( )txtxtx 212 −=&  

  .پايداري مجانبي همه جانبه نقطه تعادل صفر اين سيستم را بررسي كنيد
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   را به صورت زير تعريف مي كنيمV(x , t)تابع اسكالر : حل

( ) ( ) 2
2

22
1, xetxtxV t−++=  

2نيز تابع مثبت نامتغير با زمان اين تابع مثبت معين هست چرا كه اين تابع 
2

2
1 xx  غالب +

2است اين تابع همچنين نزولي نيز هست چرا كه تابع 
2

2
1 2 xx   .  بر آن غالب است+

  از طرفي 

( ) [ ])21(2, 22
221

2
1

texxxxtxV −++−−=&  

  كاملا واضح است كه داريم

( ) ( ) 2
2

2
1

2
21

2
221

2
12 xxxxxxxxV −−−−=+−−≤&  

  . ، پايدار مجانبي همه جانبه است0 منفي معين بوده و لذا نقطه &Vبنابراين

پايداري براي سيستمهاي متغير با زمان نسبت به سيستم ذكر اين نكته ضروري است كه نتايج 

 را دچار مشكل مي كند و بايستي در ماهاي نامتغير با زمان داراي ابهام بيشتري بوده و قدري 

در سيستم هاي يادآوري مي كنيم كه  .شتري را به عمل آوردگيري قضيه فوق دقت بيربه كا

كفايت جهت تحليل پايداري   &V و منفي معين بودن V مثبت معين بودن ،نامتغير با زمان 

  .مي كرد

 پايداري نقطه صفر را براي سيستمي با ضابطه :مثال

( )
( ) xtg
tgx &

& ) كه با اين فرض.   بررسي كنيد= )tg 2 

  .ر باشدفرم روبرو به 

  

  .نخست بايد بدنبال انتخاب تابع لياپائوف مناسب باشيم

www.konkur.in

forum.konkur.in



10 

2 بايد پيوسته و مشتق پذير باشد اين تابع با تابع g(t)مانگونه كه ملاحظه مي گردد تابع ه
t

e− 

قدار صحيح است، يك پيك با ضربان خواهد  داراي يك مtدر نقاطي منطبق بوده و در نقاطي كه 

  .داشت

)دقت داشته باشيد در شكل ( )tg ) را داريم كه 2 )tg  طبيعتا با 2
2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − te منطبق خواهد 

  .)شد

 جمله از، t ضربان بوجود آمده در مقادير صحيح پهنايفرض شده كه 
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
 n( كوچكتر است 1

  . به صورت زير بيان خواهد شد2gبنابراين انتگرال نامعين ) يك مقدار صحيح است

( ) 2
2
1

1
00

2 =+〈 ∑∫∫
∞

=

∞ −∞

n
n

r dredrrg  

  .بايد توجه داشت كه اولين جمله سمت راست برابر يك و جمله دوم نيز برابر يك است

  .توان مثبت معين بودن آن را تائيد كنيم را به صورت زير اختيار كنيم مي V(x, t)اگر 

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= ∫

t
drrg

tg
xtxV

0

2
2

2

3,  

 . مثبت معين استV(x , t) است پس 2x بزرگتر از V(x , t)چون 

  . را حساب كنيم خواهيم داشت&Vاگر مشتق 
2xV −=&  

 منفي معين است بدين ترتيب ظاهرا پايدار مجانبي برقرار است اما &Vكاملا مشخص است كه 

)جواب عمومي معادلة  )
( ) xtg
tgx &

&   : نيز به صورت زير است=

( ) ( )
( ) ( )0

0
tx

tg
tgtx =  
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 پالس ،t ميل مي كند در زمان هاي صحيح t→∞ ، زماني كه g (t)يعني با توجه به شكل خاص 

  .يي با عرض بسيار كم وجود خواهد داشت و لذا نقطه تعادل پايدار مجانبي نيستها

)       براي سيستم شكل مقابل:مثال ) 02 =+++ xxex t &&&  

  . را بررسي كنيد(0 , 0)پايداري نقطه تعادل 

   مي خواهيم به ازاء يك شرط اوليه خاص پاسخ را بيابيم:حل

) و x(0) = 2اگر  ) 10 −=x&و سيستم پايدار باشد الزاما بايستي با گذشت زمانهدو ب ، 

x (t) = 0 و ( ) 0=tx&شود  .  

  چنانچه معادله ديفرانسيل را حل كنيم داريم 

( ) tetx −+=1  

)(1در بي نهايت يعني  =tx اعمال بخصوصِ خواهد شد، پس نقطه تعادل صفر به ازاء شرط اوليه 

 .شده پايدار نيست

  آناليز لياپائوف سيستم هاي متغير با زمان خطي

به هيچ عنوان در سيستم هاي متغير با .  آموخته ايمLTIآنچه كه در آناليز پايداري سيستم هاي 

  .زمان كارآيي ندارد و در اينجا بايستي روش مستقيم لياپائوف را به كار بست

  تعريف 

)ان سيستم متغير با زم )XtAX مقادير براي تمام زمان ها، همه  پايدار مجانبي است اگر &=

)ويژه ماتريس متقارن  ) ( )tAtA T+داراي مقدار حقيقي منفي باشند ،.  

xxVنتيجه گيري فوق را مي توان با تعريف تابع لياپائوف  T=با اين تعريف، .  به اثبات رساندV 

   نيز داريم&Vبراي و مثبت معين است 

( ) ( )xtAXxtAxxxxxV TTTTT +=+= )(&&&  

( ) ( ) xtAtAx TT )( +=  

www.konkur.in

forum.konkur.in



12 

 ( ) ( )tAtA T+  يك ماتريس متقارن و منفي معين است چرا كه فرض شده مقادير ويژه آن براي

  پس. تمام زمان ها داراي مقدار حقيقي منفي است

( ) ( ) 0>−≤+ λλtAtA T  

0<−≤→ xxV Tλ&  

  . به طور نمائي به سمت صفر خواهد رفتxبنابراين مشتق تابع لياپائوف منفي معين است و حتما 

 كافي را توضيح مي دهد و امكان دارد سيستمي پايدار  شرط،دقت داشته باشيد كه بيان فوق

) مطرح شده در ماتريس مجانبي باشد اما شرط ) ( )tAtA T+را برآورده نكند.  

  Perturbed Systemبررسي پايداري در يك 

)         به سيستم شكل مقابل توجه كنيد )( )xtAAx 21 +=&  

 است يعني تمام مقادير ويژه آن داراي قسمت حقيقي منفي هستند و 1A ،Hurwitzكه ماتريس 

)همچنين ماتريس  )tA2 داراي اين ويژگي است كه اگر ∞→t آنگاه ( ) 02 →tA ميل خواهد 

)                                                                    و همچنين  .كرد ) ∞<∫
∞

0 2 dttA 

 در اين حالت مي توان گفت .ستو اين بدان معناست كه انتگرال مورد بحث وجود داشته و معين ا

  . همه جانبه پايدار نمائي استركه سيستم اوليه به طو

   پايداري سيستم غيرخطي متغير با زمان روبرو را :مثال

                                                                                  
( )

( ) 33

2
322

1
8
3

5
21

2
4

5

xtSinx
xxx

xxxx

+−=
+−=

++−=

&

&

&

  

                         .رار دهيدمورد بررسي ق          

مشتق متيغر حالت سوم فقط به همان متغير وابسته است لذا معادله سوم را به عنوان يك : لح

  .سيستم تك متغيره بررسي مي كنيم

( ) 33 2 xtSinx +−=&  
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( )( ) 3213 xtAAx +≡&   21 −=A ) و  ) tSintA −=2  

1A 2 وA 3 داراي ويژگي بحث قبل هستند پسx به طور نمائي به سمت صفر ميل خواهد كرد 

 نيز صادق است 1x نيز به همين نحو به سمت صفر ميل مي كند اين نتيجه براي 2xبنابراين 

  . كل سيستم به طور نمائي پايدار استبنابراين

 Positive Linear Systems    سيستم هاي خطي مثبت

در آناليز و طراحي سيستم هاي غير خطي تجزيه سيستم به زير سيستم هاي خطي و غير خطي 

اگر تابع تبديل يا ماتريس انتقال زير سيستم خطي اصطلاحا حقيقي مثبت . بسيار مفيد مي باشد

Positive realبه دست خواهد آمد كه براي كل نوفي باشد آنگاه به دليل خواص مهم آن تابع لياپا 

  .سيستم مناسب خواهد بود

  SPR و PRتوابع تبديل 

)  .تابع تبديل مقابل را در نظر بگيريد )
01

1
1

0
1

1

aSaSaS
bSbSb

sR n
n

n

m
m

m
m

++++

+++
= −

−

−
−

L

L
  

 نسبي جه را درn – m.  استn ≥ mضرائب چند جمله اي صورت و مخرج همگي حقيقي اند و 

  .يستم مي ناميمس

   وRe [s] > 0 مي گوئيم اگر براي تمام (PR) را حقيقي مثبت G(s)تابع تبديل 

≥ 0  Re{G (s)} باشد.  

   ،ε > 0 گوئيم اگر براي مقادير كوچك Strictly Positive Real (SPR)و آنرا اكيدا حقيقي مثبت 

G(s – ε)مثبت حقيقي باشد .  

  بهكه داراي جزء حقيقي مثبت باشد را  sاز صفحه مختلط هر نقطه ،  G(s)  از نظر هندسي يعني 

  . نگاشت مي كندG(s)نيم صفحه راست صفحه مختلط 

)بعنوان مثال تابع تبديل  )
λ+

=
s

sG  به ωσ + j برابر با S و مقدار مختلط λ > 0 و به ازاء 1

  صورت زير است
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( ) ( ) ( ) 22

1
ωλσ
ωλσ

ωλσ ++
−+

=
++

=
j

j
sG  

 يك تابع G(s) همواره مثبت است پس σ ≥ 0 به ازاء G(s)لا مشخص است كه مثبت حقيقي كام

  .حقيقي مثبت است

 را مي توان با انتخاب G(s)تابع 
2
λε   . نيز معرفي نمودSPR بعنوان يك تابع =

   گوئيم اگر و فقط اگر SPR را G(s) تابع تبديل :قضيه

1( G(s)يك تابع تبديل اكيدا پايدار باشد .  

  اكيدا مثبت باشد يعنيωj در طول محور G(s)قسمت حقيقي  )2

( )[ ] 0Re0 >→≥∀ ωω jG  

  . بودن يك تابع تبديل استSPRقضيه فوق در حقيقت بيانگر شرط لازم، براي 

  . شرط فوق معادل يا چهار ويژگي زير هستند2در حقيقت 

a( G(s)كيدا پايدار باشد ا.  

b(  مسير تايكوئيست به طور كامل در نيمه راست صفحه مختلط قرار گرفته و يا به طور

معادل اختلاف فاز بين خروجي و ورودي سيستم به ازاء يك ورودي سينوسي كمتر از 

 . درجه است90

c(  درجه نسبي(relative degree) G(s) يا صفر است يا يك  

d( G(s)مينيمم فاز است . 

  

  . بدون توابع تبديل زير را مورد بررسي قرار دهيدSPR :تمرين

( )
12

1
21 ++

−
=

SS
SsG     ( )

12
1

22 +−
−

=
SS

SsG  

( )
1

1
23 ++

=
SS

sG                ( )
1

1
24 ++
+

=
SS

SsG  
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( )
S

sG 1
5 =       ( )

1
1

6 −
=
S

sG  

  : مي گوئيم اگر و فقط اگر(PR) را حقيقي مثبت G(s)قضيه تابع تبديل 

1( G(s)پايدار باشد   

 غير تكراري باشند و مانده هاي مربوطه حقيقي و ωj بر روي محور G(s)هاي قطب )2

 .غير منفي باشند

 ωRe[G(j (0≤ [      ، همواره0ω ≤براي جميع  )3

  

  )KYقضيه (Kalman – Yakubovichقضيه 

  . ، توليد توابع لياپائوف مناسب خواهد بودKYيكي از كاربردهاي مهم قضيه 

 P نيز بدين صورت استفاده خواهد شد كه ماتريس PR براي توصيف توابع تبديل KYاز قضيه 

  ). مي كنند نيز يادPR به عنوان قضيه حقيقي مثبت يا KYاز قضيه  (. مثبت نيمه معين باشدQبايد مثبت معين و 

  .، سيستم مورد بحث بايد حتما كنترل پذير و پايدار مجانبي باشدKYدر قضيه : نكته

 PRماتريس انتقال 

  . را به صورت زير تعريف مي كنيمPRبراي سيستمهاي چند ورودي چند خروجي ماتريس انتقال 

   گوئيم اگر PR را G(s)ماتريس مربع 

  . تحليلي باشدS ( Re{s})قيقي  به ازاء مقادير مثبت قسمت حG(s)عناصر  )1

) ماتريس، Re {s} > 0به ازاء  )2 ) ( )sGsG T+مثبت نيمه معين باشد . 

  . باشدPR ، از نوع ε > 0 براي G(δ – ε) مي گوئيم اگر SPR را G(s)همچنين 

Passivity formalism 

بط كرديم و چون انرژي ذخيره  آنرا با انرژي سيستم مرت،نظر به اينكه در ابتداي بحث تابع لياپائوف

شده در اجزاء يك سيستم قابل جمع كردن است پس مي توان گفت كه تابع لياپائوف يك سيستم 

  .مجموع توابع لياپائوف اجزاء سيستم مرتبط مي باشد
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 قاعده اي را ارائه مي كند كه به كمك آن مي توان تابع لياپائوف را به صورت Passivityقضيه 

  .ع لياپائوف زير سيستم هاي آن بيان كردتركيبي از تواب

اين قضيه همچنين روشي را جهت تعيين تابع لياپائوف سيستم هاي همراه با فيدبك پيشنهاد مي 

  .دهد

 و طبق آن بودهمي دانيم كه قانون بقاي انرژي براي هر سيستم خطي يا غيرخطي همواره برقرار 

  :داريم

 )شده ذخيره انرژي( = )خارجي ورودي توان( + )داخلي ليديتو توان(                             
dt
d  

uy را خروجي تعريف كنيم بنابراين حاصلضرب y را ورودي و uاگر براي يك سيستم  T بيانگر 

  .توان ورودي خارجي يعني تواني كه از خارج به سيستم اعمال شده است خواهد بود

 طبق Passive نشان دهيم بنابراين براي يك سيستم g (t)ن توليدي داخلي را اگر با حرف و توا

    داريمرابطه تعادلي انرژي

( ) ( )tguytV T −=&  

  توابع لياپائوف براي بلوك دياگرام ها

  براي شكل مقابل و طبق اصل 

  :بقاي انرژي براي هر زير سيستم داريم

( ) ( )tguytV T
2222 −=&  

( ) ( )tguytV T
1111 −=&  

   مي توان نوشت 2u و 1y و همچنين 2y و 1uطبق رابطه موجود بين 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]tgtgtVtV
dt
d

2121 +−=+  

21اگر تابع  VV   ) باشديك تابع مثبت( از پايين كراندار باشد +

  آنگاه مي توان گفت 
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) ، t ≥ 0اگر به ازاء هر ) الف ) ( )tgtg 210 21 باشد آنگاه ≥+ VV  از بالا كراندار خواهد بود +

)                            و  ) ( )[ ] ∞<+∫
∞

0 21 dttgtg  

21اگر علاوه بر ويژگي فوق ) ب gg  t→∞ت پيوسته باشند آنگاه زماني كه  به طور يكنواخ+

]ميل مي كند  ]21 gg   . به سمت صفر ميل خواهد كرد+

     ميل t→∞  كه هر دو غير منفي و پيوسته يكنواخت باشند آنگاه زماني2g و 1gاگر ) ج

  .مي كند هر دو به سمت صفر ميل مي كنند

21بهتر است به اين نكته دقت داشته باشيم كه بدون اعمال هيچ فرضيه اي بر روي  VV  يا +

21 gg    مي توان گفت كه+

21 ميل مي كند t→∞اگر وقتي  VV 21 باشد و  داراي حد معين+ gg  نيز به طور +

) ، t→∞يكنواخت پيوسته باشد آنگاه با ميل كردن  ) ( )[ ]tgtg 21  به سمت صفر ميل +

  .خواهد كرد

   كرندار پايين وVبوده و در آن با توجه به توضيحات فوق *براي سيستمي كه توصيف كننده رابطه 

g ≥ 0نرا يك سيستم  باشد آPassive گفته و اصطلاحا مي گوئيم كه بين u و y يك نگاشت غير 

  . وجود دارد(Passive)فعال 

)  مي گويند اگر dissipativeدر ضمن يك سيستم را  ) ( ) 0
0

≠∫
∞

tuty T  آنگاه

( ) 0
0

>∫
∞

dttgباشد   

 را مقابل غير فعال بودن سيستم شكل :مثال

  .ديبررسي كن

  :عات سيستم به قرار زير استاطلا
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( ) uxtx =+λ&  

y = G(x)   و  λ (t) ≥ 0 

   داريم:حل

( ) ( ) ( ) ( )xxhtuyxxhdh
dt
d λξξ −==∫ &  

   خواهيم xبه ازاء تمام مقادير 

( ) ( ) 0≥dxxhtλ )  و   ) 0
0

≥∫
x

dh ξξ  

  .مي شود تلقي Passive سازگار بوده و سيستم Passivityبنابراين با تعريف 

 بايد به λ (t) دقيقا صفر نباشد و البته λ (t) محسوب گردد بايد dissipativeبراي آنكه سيستم 

  . باشدλ [ x (t) ]فرم

uxx                       مثلا سيستم شكل مقابل =+ 3&  

                                            xSinxy 2−=  

  . استy به u از dissipdiveداراي يك نگاشت 

  يكي از كاربردهاي بحث فوق 

به شكل زير توجه . در تعيين تابع لياپائوف سيستم هاي تركيبي موازي و همراه با فيدبك است

  :كنيد

  

  

  

  براي تركيب موازي فوق داريم

2211 uyuyuy TTT +=  

 ( ) uyy T
21 +=  
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  و براي شكل زير 

  

  

  

  

 

( ) 22112111211 yuuyuyuyyuyuy TTTTTT +=+=+=  

 سيـستم هـاي مـوازي و فيـدبك،           سـاختارِ  با توجه به روابط بدست آمده براي خروجي و وروديِ         

Tyملاحظه مي گردد كه حاصل  uدر هر دو ساختار با هم يكي است  .  

 بـا  بنابراين به وضوح مشخص است كه تابع لياپانوف و تابع توان توليدي داخلي در هـر دو حالـت       

1                                    : روابط زير بيان مي شوند 2 1 2,V V V g g g= + = +  

          زير سيستم ها و همچنين خطـي        بنابراين مي توان گفت صرفنظر از نوع تركيب موازي يا فيدبك 

 بـا روابـط      تابع انرژي يا لياپانوف سيستم و همچنين تابع توان توليدي داخلي           ،يا غيرخطي بودن آنها   

  : زير بيان مي شوند

,i iV V g g= =∑ ∑  

 بودن يك المان هيچ ارتباطي بـا دامنـه          Passiveدر ضمن بايد به اين مسئله نيز توجه كرد كه           

ا خروجـي المـان، بـه معنـي ضـرب           ي ـچرا كه با افزايش بهـره ورودي        . ورودي و يا خروجي آن ندارد     

 در يك ضريب ثابت مشابه مـي باشـد درچنـين وضـعيتي مـي                ig و تابع    iVهمزمان تابع لياپانوف    

  : گوئيم كه تابع لياپانوف سيستم برابر است با

,i i i i
i i

V V g gα α= =∑ ∑  

  . مي باشدi، حاصلضرب بهره ورودي و خروجي بلوك iαكه 
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Passivity در سيستم هاي خطي   

  :يادآوري مي كنيم كه

 مي گوئيم اگر اين سيستم يا در وضـعيت  PR (positive real) را SISOيك سيستم خطي 

  پايداري مطلق باشد يا پايداري مرزي

  ل چنانچه شرط زير برقرار باشد يعني اح

[ ]0 , Re ( ) 0G jω ω∀ ≥ ≥  

)بگونه اي كه     )G s            تابع تبديل سيستم باشـد، آنگـاه سيـستم را Passive   در ايـن  . مـي نـاميم 

حالت ميتوان گفت كه                                                    
2

)(       ,    0 πωω ≤∠∀ jGf  

گـر  ز صحيح است كه اگر و فقـط ا        ني بودن سيستمهاي خطي بيان زير       Passiveدر بيان ويژگي    

 نيز هـست بيـان فـوق        Passive آنگاه حتماً    (PR)، مثبت حقيقي باشد     SISOيك سيستم خطي    

  :به شكل زير ارائه مي شود) jω روي محور قطببدون  (SPRبراي يك سيستم 

  : اگر دياگرام نايكونيست اكيداً در نيم صفحه راست قرار گيرد يعني

[ ]0 , Re ( ) 0G jω ω∀ ≥ >  

   مي نامند dissipativeآنگاه سيستم را 

  : به صورت زير ارائه مي گرددdissipativity و passivity تعاريف MIMOبراي سيستمهاي 

passive     0سيستم  ( ) ( ) 0 ;TG j G jω ω ω∀ ≥ → + − ≥  

dissipative 0سيستم  ( ) ( ) 0 ;TG j G jω ω ω∀ ≥ → + − >  

  Yakubovich-Kalman  برهان

 ارتباط تنگاتنگي بين پايداري     ،اهيم نشان دهيم كه براي سيستمهاي خطي      در اين مبحث مي خو    

  . سيستمها وجود داردpassivityو 
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AXXياددآوري مي كنيم كه براي سيستمهاي خطي پايدار  به فرم         و بـازاء  هـر ملاتـريس     &=

ــت   ــارن مثب ــين   Qمتق ــت  مع ــاتريس  مثب ــد   P  ،  م ــود خواه ــوي  وج ــه نح ــه     ب ــت ك داش

QPAPAT PXXVدر اين حالت   تابع لياپانوف به فـرم           . +=− T

2
1

 انتخـاب مـي گـردد كـه         =

XQXVمشتق آن عبارت خواهد بود از 
2
1

−=&.  

  .حال  سيستم  پايدار زير را مورد بررسي قرار مي دهيم

CXYBUAXX =+=                  ,               &  

.                                                             بكار بريمV را براي اگر همان تعريف قبلي

PXXV T

2
1

=    

:                                                                               آنگاه   داريم 

XPXPXXV TT &&&
2
1

2
1

+=  

                    و يا                           

PBUXPXBUPAXXPXAXV TTTTTT

2
1

2
1

2
1

2
1

+++=&  

.                                                              و در نهايت خواهيم داشت 

QXXPBUXV TT

2
1

−=&  

CXYبا توجه به تعريف   PBC  رابطه C و B  ، اگر بين ماتريس هاي = T=رقرار باشدعبارت  ب

PPTقابل ذكر است كه  . (   مي ناميمY  و U    بينdissipativeفوق را يك نگاشت  =(  

 معـروف اسـت كـه ارتبـاط نزديكـي را بـين مفـاهيم پايـداري و                   KY) لـِم (نتيجه فـوق بـه برهـان        

Passivityمي كند، برقرار و خروجي ها، بازاء انتخاب هاي مناسب از ورودي ها .  
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  بيـان مـي كنـد        KY ، لم Q و   Pيس مثبت معين    ترامنظريه برقراري معادله لياپانوف بازاء هر       

براي هر سيستم خطي مطلقاً پايدار ميتوان با انتخاب هـاي مناسـب ورودي و خروجـي، تعـداد بـي                      

  . را ايجاد كردdissipativeخروجي -شماري نگاشت ورودي

  SPR سيستمهاي   Passivityتوصيف 

آنگـاه  ) تحليل رفتن انرژي آن با گذشت زمان      ( باشد   Passivityاگر يك سيستم داراي خاصيت      

SPRبودن آن تضمين شده است   

   با ضابطه    يبعنوان مثال براي يك سيستم    
154

10)( 2 ++
=

SS
SSG       بسادگي ميتوان نـشان داد

]و در ضـمن     ) اولاً پايدار است، و درجه نسبي آن نيز يك اسـت          ( است   SPRكه   ]Re ( )G jω   بـازاء 

0ω  آن مـرتبط    passivity بـودن آن را بـا خاصـيت          SPR اما مي خواهيم     . همواره مثبت است   <

  كنيم

 ميراثـي يـا معادلـه       تابع تبديل فوق مربوط به يك سيستم مكانيكي همچـون جـرم، فنـر عامـل               

  ديفرانسيل

xy
uxxx

&

&&

=
=++ 1054   

  . مي باشد

)چــون در سيــستم مكــانيكي مــورد بحــث تحليــل انــرژي سيــستم قطعــي اســت پــس   )G s ،

dissipative است و SPR ،بدون G(S)تضمين مي شود  .  

  : رد بودن توابع تبديل تحقيق كSPRميتوان موارد زير را در مورد 

)اگر  )1 )H s ،SPR 1 باشد
( )H s

   استSPR نيز 

)1اگر  )2 )H s 2 و ( )H s SPR ،1 باشند 1 2 2( ) ( )H s H sα α+ نيز SPR است  

)1اگر  )3 )H s 2 و ( )H s ،SPR ،باشند ( )H s نيز زير  با ضابطهSPR است  

1

1 2

( )( )
1 ( ) ( )

H sH s
H s H s

=
+
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  Absolute Stabilityپايداري مطلق 

در اين بخش سيستمهايي با ساختار خـاص مقابـل را مـورد             

همانگونه كه ملاحظـه مـي گـردد در         . بررسي قرار مي دهيم   

نامتغير بـا زمـان و در مـسير         سير پيشرو، يك سيستم خطي      

  فيدبك يك عامل غيرخطي 

)(SG

(.)ϕ 

  ميتوان نوشت. بوجود دارد) بدون حافظه(

( )x Ax b yϕ= −&  
1, ( ) ( )Ty c x G s C SI A −= = −  

  بسياري از سيستمهاي عملي داراي چنين ويژگي هستند

ك روش مستقيم لياپـانوف، لازم اسـت كـه تـابع            جهت تحليل پايداري چنين سيستمهاي به كم      

(.)ϕ شرط قطعه اي (sector)را برآورد سازد  .  

  تعريف

ــابع پيوســته ــا قطعــه  ϕ ت ــه بخــش ي  را  متعلــق ب
[ ]21 ,KK            مي ناميم، اگر دو عدد غير منفي  K1  و 

K2         باشـند كـه  بـازاء            به گونه اي وجود داشـتهy 
21هاي مخالف صفر داشته باشـيم       

)( K
y
yK ≤≤

ϕ 
  )مطابق شكل روبرو( 
  
    

  :  بدست مي آيد اين است كهϕدو نتيجه مهم  كه از تعريف  

1 (0)0( =ϕ  

2 (0)( ≥yyϕ  بوده و اين بدان معني است كه )(yϕدر ربع اول و سوم قرار خواهد گرفت .  

 Aizermanنظريه   -  بررسي پايداري سيستم فوق
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]   متعلق به بازه Kاگر بازاء جميع مقادير  ]21 ,KK  ماتريس ، KBCA T− مقادير (   پايدار باشد

 تعريف شده و ϕ(.)سيستم غير خطي  كه با ضابطه آنگاه ) ويژه با قسمت حقيقي منفي باشند

)(yϕ  در محدوده  دو شيب  K1 و K2قرار گيرد ، به طور مجانبي و همه جانبه پايدار است    .  

  popovمعيار 

اگر سيستم توصـيف شـده توسـط بلـوك ديـاگرام مقابـل              

  شرائط زير را برآورده سازد

   همگي با جزء حقيقي منفي باشندAقادير ويژه م) الف

)(SG

(.)ϕ 

]و زوج )  باشدHurwitzاصطلاحاً  ( ],A bكنترل پذير باشد   

]  به بازه ϕ(.) عامل غيرخطي) ب ]0,kاشته باشد تعلق د  

   به گونه اي موجود باشد كه αعدد مطلقاً مثبت ) ج

[ ] 10 Re (1 ) ( )j G j
k

ω αω ω ε∀ ≥ + + ≥  

)εآنگاه نقطه )  هر عدد كوچك اختياري استoپايدار مجانبي همه جانبه است   

  .  معروف مي باشدpopovناتساوي ناتساوي فوق اصطلاحاً به 

  

  :از عبارتند popov معيار اساسي هاي ويژگي

 اين معيار فقط در مورد سيستمهاي نامتغير با زمان به كار گرفته مي شود  

پايداري سيستم غيرخطي را مي توان بدون يافتن تابع لياپانوف مشخص و تنها با بررسـي     

    پاسخ 

 . سيستم هاي خطي مورد بررسي قرار دادفركانسي توابع تبديل زير    

  .اين معيار فقط شرط كافي را نتيجه مي دهد  

)  بايد بدون حافظه باشد يعني ϕ(.) تابع   )yϕ هرگز به مقادير گذشته yوابسته نباشد  
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  popovتوصيف گرافيكي معيار 

  گر تابع تبديل سيستم را در فرم زير بنويسيم ا

1 2( ) ( ) ( )G j G jGω ω ω= +  

   به صورت زير درخواهد آمدpopovآنگاه ناتساوي 

1 2
1( ) ( )G j G
k

ω αω ω ε− + ≥  

)حال تابع تبديل  )W jω را به گونه اي تعريف مي كنيم كه   

1 2( ) ( ) ( )W j x jy G j Gω ω ω ω= + = +  

y ادعا نمود كه در صفحه مختلط        حال ميتوان  x−) y     محور موهومي و x  اگر )  محور حقيقي

)دياگرام قطبي    )W jω       1 به طور يكنواخت زيـر خـط 0x y
k

α− +  قـرار گيـرد آنگـاه سيـستم     =

  غيرخطي به طور همه 

  )شكل مقابل .( جانبه پايدار مجانبي است

)دياگرام قطبي    )W jω      را اصطلاحاً ديـاگرام popov   مـي 

  .نامند

 و معيار نايكوئيست وجـود      popovتشابه خاصي بين معيار     

در معيار نايكوئيست پايداري سيستم حلقـه بـسته بـا           . دارد

)قطبـي   قسمت موقعيت دياگرام     )G jω       نـسبت بـه نقطـه 

(0,    سنجيده مي شود،−(1

 

)ست موقعيـت تـابع تبـديل        با ت  پايداري سيستم حلقه بسته غيرخطي       popovو در معيار     )W jω 

  ط ارزيابي مي شودنسبت به يك خ) كه به تابع تبديل سيستم خطي مسير پيشرو وابسته است(

پايداري سيستم شكل مقابل را مورد بررسي قرار : مثال

)                      دهيد؟ )o y kyϕ≤ ≤  
(.)ϕ

107
3

2 ++
+
SS

S
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اين سيستم همچنين كنترل پذير اسـت چـرا         . كاملاً واضح است كه سيستم خطي كاملاً پايدار است        

  )به مباحث كنترل مدرن رجوع كنيد ( .ي در آن رخ نمي دهدكه هيچ حذف قطب و صفر

   را مورد بررسي قرار مي دهيمpopovحال ناتساوي 

2

2 2

1 24 2 4 2

3( )
7 10

4 30 ( 11),
29 100 29 100

jG j
j

G G

ωω
ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω

+
=
− + +

+ − +
= =

+ + + +

  

   به شكل زير درخواهد آمدpopovلذا ناتساوي 

2 2 2 4 214 30 ( 11) ( )( 29 100) 0
k

ω αω ω ε ω ω+ + + + − + + >  

0αرابطه فوق به طور مطلق بازاء هر  o و < k< <    برقرار است∞

  بنابراين سيستم غيرخطي به طور همه جانبه پايدار مجانبي است

  

  Circle Criterionمعيار دايره 

معيار نايكوئيست را مي توان با بياني ديگر در مـورد سيـستمهاي غيرخطـي بـه كـار گرفـت كـه                

   معروف استهاصطلاحاً به معيار داير

   قضيه معيار دايره

  اگر سيستمي با ضابطه 

( )
T

x Ax b y
y c x

ϕ= −

=

&  

  شرائط زير را برآورده سازد

a (   ماتريسA        هيچ مقدار ويژه اي روي محور jω   و بـه تعـداد      نداشتهP       مقـدار ويـژه سـمت 

   داشته باشد jωراست محور 

b ( عامل غيرخطي (.)ϕ به قطعه  [ ]1 2,k kمحدود باشد . 

c ( يكي از موارد زير صحيح باشد 
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1اگر   • 20 k k< )، ديـاگرام نايكوئيـست      > )G jω      بـه ديـسك ( )1 2,D k k  وارد 

  بار محاط كندPنشده و آنرا 

1اگر   • 20 k k= ) و دياگرام نايكوئيست     > )G jω          در نيمه صـفحه سـمت راسـت  

2

1]Re[
K

s −fبماند 

1اگر   • 20k k< ) و دياگرام نايكوئيست     > )G jω  ل ديـسك     در داخ( )1 2,D k k 

 واقع شود

1اگر   • 2 0k k< )، دياگرام نايكوئيـست     > )G jω−    وارد ديـسك ( )1 2,D k k− − 

  بار آنرا در جهت خلاف عقربه ساعت محاط كندPنشده و 

   سيستم به طور همه جانبه پايدار مجانبي است0آنگاه نقطه تعادل 

  شكل مقابل ساختار معيار دايره را نشان مي دهد

1بنابراين ملاحظه مـي گـردد نقطـه بحرانـي           
k

 در معيـار    −

)نايكوئيست، با دايره     )1 2,D k k       در معيار دايـره جـايگزين 

   ده استش

   شرط كافي را بيان مي كند نه شرط لازم، دقت داشته باشيد كه معيار دايره

  . پايداري سيستمي با ضابطه مقابل را مورد بررسي قرار دهيد: مثال

( )
2

0 1 0
1 1 1

1 1

( ) ( ) 1 , 1
(1 )

y

y

x x

y x

eu y y y
y e

ϕ ϕ
−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= − −

= − = − ≥
+

&
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)ميتوان نشان داد كه : حل )yϕ بين y و y9.0 محدود است   

1 20.9 , 2k k= =  

)از طرفي براي  )G s داريم   
1

2

( ) ( )
( 1)

1

G s C SI A b
S

S S

−= −
− +

=
+ +

  

  دياگرام نايكوئيست را ترسيم مي كنيم

)(yϕ

y

0.9

2

  

  

)](Re[ ωjG

)](Im[ ωjG

∞
→

ω  
  .توان صحبت كرد ميندايره را قطع كرده پس در مورد پايداري چون دياگرام نايكوئيست 

  

  پايان فصل چهارم
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   آناليز تابع توصيف-فصل پنجم

اي غير خطي اعمـال كـرد چـرا كـه توابـع پاسـخ       ستم هتوان مستقيماً به سي آناليز حوزه فركانسي را نمي  

  . غيرقابل تعريف هستند،فركانسي براي سيستمهاي غيرخطي

 نمونـه خاصـي از روش       ،ي رفتار سيستم  ريبجهت بعضي از سيستم هاي غيرخطي به منظور پيش بيني تق          

  .سخ فركانسي بنام تابع توصيف بكار گرفته مي شودپا

اين روش نسبت به ساير روش هاي تحليل سيستم هاي غيرخطي نسبتاً يك روش سريع بـوده و بـا آنكـه                   

  . در آناليز رفتار سيستم  به كار مي آيد و بسادگي جواب هاي آن تقريبي است، اما بخوبي

  .ك مثال ساده را بررسي مي كنيمجهت ارائه الگوريتم تعيين تابع توصيف نخست ي

)1(0 سيستمي غيرخطي با ضابطه 2 =+−+ xxxx &&& α قبلاً اين سيستم در بحـث  . را درنظ بگيريد

 طـي يـك روش      در همـين مثـال      .  مورد بررسي قرار گرفته بود     ز فا حهپايداري لياپانوف و همچنين آناليز صف     

  . .نيز مورد مطالعه قرار مي گيردخاص  سيكل حدي 

نخـست بلـوك ديـاگرام      . هت بررسي سيكل حدي در اين سيستم بدين صورت بحث را دنبال مي كنـيم              ج

  .سيستم را به فرم زير درنظر مي گيريم

  
 و سيگنال خروجـي در ايـن وضـعيت بـه شـكل               هدوفرض كنيم كه در سيستم يك سيكل حدي موجود ب         

tAtx ωsin)(    . باشد=

  غيرخطي عبارتست ازبنابراين سيگنال خروجي بلوك

                                                                      )cos()(sin 222 tAtAxxw ωωω−=−= &  
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دقت داشته باشيد كه معادله ديفرانسيل اوليه به فرم زير نوشته شده تا آنكـه بتـوانيم قـسمتهاي خطـي و            

  غيرخطي آنرا جدا كنيم

                                                                                        02 =+−+ xxxxx &&&& αα  
 كه مساوي است با

                                                                                   0)( 2 =−−++ xxxxx &&&& αα  

   برمي گرديمwمجدداً به رابطه 

( ) ( ))3cos()cos(
4

)cos()2cos(1
2

33
ttAttAw ωωωωωω

−−=−−=  

 )  سومكرمونيابا صرفنظر كردن از ه. ( را به فرم زير تقريب زدwميتوان عملاً سيگنال 

)cos(
4

3
tAw ωω−≈  

 و يا به عبارتي ميتوان نوشت

))sin((
4

3
tA

dt
dAw ω−−=  

فـرم تقريـب    ن گفت كـه     ا است پس ميتو   w و خروجي آن     −xباتوجه به اينكه ورودي بلوك غيرخطي       

  .به صورت زير استبلوك غيرخطي زده شده 

  

  

 بلـوك   (quasi-linear)باتوجه به تقريب بكار رفته اصطلاحاً نمايش معادل فوق را نمايش نيمـه خطـي                

  . خود را نشان مي دهد كه  در مجموع در ساختار بلوك دياگرامي زيرغيرخطي مي گوئيم

  

−x غير خطي  w  
SA

4

2
 

x−  w  ≡
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دقيقـاً بـرخلاف    . (تابع تبـديل بلـوك نيمـه خطـي بـه دامنـه سـيگنال ورودي وابـسته اسـت                   : نكته مهم 

  ) هاي خطي كه چنين وابستگي وجود ندارد سيستم

 . بررسي قرار مي دهيم موردωدر حوزه فركانس را  x و wرابطه بين 

))(,( xANw −= ω  

 كه

)(
4

),(
2

ωω jAAN = 

 با توجه به اينكه از ابتدا فرض كرده بوديم

)sin( tAx ω=  

 .پس باتوجه به بلوك دياگرام خطي شده سيستم داريم. است

xxANjG =− ))(,()( ωω  

)(كه  ωjG  خطي سيستم است بلوكتبديل تابع .  

 از رابطه فوق ميتوان نوشت 

( )

0
1)()(4

)(10),()(1

0),()(1

2

2
=

+−
+⇒=+→

=+

ωαω

αωωω

ωω

jj
jAANjG

xANjG

 

   .با حل معادله فوق بدست خواهيم آورد

  A=2 و ω=1)  عبور مي كند-1فركانس و اندازه اي كه به ازاء آن دياگرام نايكوئيست از نقطه (

 ع تبديل حلقه بسته سيستم معادله مشخصه سيستم عبارتست از از طرف ديگر با استناد به تاب

14
1 2

2

+−
×+

SS
SA

α

α  

 . خواهند بود) مقادير ويژه سيستم(كه جوابهاي اين معادله 

1)4(
64
1)4(

8
1 2222

2,1 −−±−−= AAS αα  
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)2( بدسـت آمـده در پاسـخ فركانـسي       Aحال مي خواهيم با استناد به مقدار         =A   قطبهـاي سيـستم را

  باشد A=2اگر . بيابيم

jS ±=2,1  

   مي باشد1 و فركانس آن 2معرف حضور يك سيكل حدي است كه دامنة آن  ωjقطب روي محور

البته اين مسئله فقط به خـاطر تقريـب در   . اطي نداردهيچ ارتب αسيكل حدي به دامنه و فركانس    : نكته

  .فرم غيرخطي بلوك مي باشد

اگر آناليز صفحه فازي را براي سيستم تقريب زده شده و سيستم واقعي ترسـيم كنـيم بـه نتيجـه جـالبي                       

  :  و آن اينكهرسيم مي

  ) αبدون توجه به  (خواهد بود 2در فرم خطي شده، سيكل حدي دايره اي به شعاع 

  :اما اگر سيستم را در فرم كاملاً غيرخطي آناليز كنيم ملاحظه مي شود كه

 شـكل    (گيريم، سيكل حدي موجود به سمت دايره ميل مي كنـد          مي   را خيلي كوچك در نظر       α وقتي  

a(    و وقتيα   ظاهري سيكل حدي به دايره نسبتاً نزديك است،           شكل ،گردد يك انتخاب مي   برابر ) شـكلb( .

ا دايره تفاوت زيادي دارد، و اين روند كاملاً منطقـي  بانتخاب شود، شكل سيكل حدي  α=4و در نهايت اگر   

ريب نيمه خطـي بـه كـار         عامل غيرخطي سيستم نمود بيشتري خواهد يافت و لذا تق          αشد  ر بااست چرا كه    

  .)به شكل هاي زير دقت كنيد ( .رفته از دقت كمتري برخوردار خواهد بود

  
  .پايداري سيكل حدي نيز را ميتوان بسادگي مطالعه كرد
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)2( اختيار كنيم    2مثلاً اگر دامنه سيكل حدي را بزرگتر از          >A            آنگـاه مقـادير ويـژه سيـستم در سـمت

ختلط قرار خواهند گرفت و مسيرهاي حالت وضعيت واگرا خواهند داشت و در نهايت بـه روي                 راست صفحه م  

  .2سيكل حدي قرار مي گيرند و اين يعني پايداري سيكل حدي با دامنه 

بايد دقت داشت كه در آناليز تقريبي فوق، مرحله اصلي كار جايگزيني بلوك غيرخطي سيـستم بـا بلـوك                    

SAنيمه خطي 
4

2
1)(),(0دامنه و فركانس سيكل حدي نيز توسط رابطه       . بود  =+ ωω ANjG  بدست

  . آيد مي

),( ωAN     همان بلوك نيمه خطي سيستم است كه از اين به بعـد آنـرا تـابع توصـيف (describing 

function)عامل غيرخطي سيستم مي ناميم .  

توابع توصـيف مـشخص كـرد، آيـا ايـن      رخطي مي توان براي چه نوع از سيستمهاي غي   : سؤال

  ؟ي ويژگي خاصي باشداار دايدبسيستم غيرخطي 

به طور كامل هر سيستمي كه بتوان ساختار آن را مطابق بلوك دياگرام زير درآورد قابليت تعريـف                  : پاسخ

  . تابع توصيف را براي عامل غيرخطي دارد

  

  

  

  

  

  با عامل اشباع دياگرام سيستم هاي صنعتي همراه كبلو
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  .اين بلوك دياگرام را ميتوان بسادگي به فرم شكل قبل درآورد

  كاربردهاي توابع توصيف

  پيش بيني سيكل حدي -1

توانند سيكل هـاي      هرگز نمي  ،نمايش هاي خطي از يك سيستم واقعي كه داراي عوامل غيرخطي هستند           

  . خطي بسادگي اين قابليت دارند اما توابع توصيف معادل با عامل غير،حدي را پيشگويي كنند

   تعيين پايداري سيستم غيرخطي-2

صرفنظر از سخت بودن يا نرم بودن عامل غيرخطي، تابع توصيف ميتواند در پايداري يا ناپايـداري سـيكل                   

  .حدي تعيين كننده باشد

  .داخت به بررسي مقدمات لازم جهت ارائه روش كلاسيك تعيين تابع توصيف خواهيم پر،در ادامه بحث

  .توصيفتابع نخست بررسي فرضيات لازم براي تعريف يك 

  فرضيات اساسي

  . شرط زير را برآورده سازد 4 سيستم بايد ،جهت ارائه تابع توصيف براي عامل غيرخطي

  . در بلوك دياگرام سيستم تنها يك عامل غيرخطي موجود باشد-1

  . عامل غيرخطي بايد نامتغير با زمان باشد-2

)sin(فرم سينوسي سيگنال ورودي   به نظر -3 tx ω= تنها مؤلفه اصلي سيگنال خروجي عامل ،  

1)(غيرخطي يعني      twمورد توجه قرار گيرد .  

  . عامل غيرخطي يك تابع فرد باشد-4

يقـت تـابع    اين فرض بيان مي دارد كه در حق       . فرض سوم جزء فرضيات اصلي در تعريف تابع توصيف است         

  همانند يك فيلتر پـايين گـذر عمـل كـرده و تنهـا اجـازه عبـور هارمونيـك اول             ، خطي   عاملِ  G(S)تبديل  

كه البته اگر ايـن فـرض دور از واقعيـت باشـد             .  سيگنال بدست آمده در خروجي عامل غير خطي را مي دهد          

هاي حدي احتمـالي بدسـت      تشخيص سيكل   در  تقريب نيمه خطي  بوجود آمده نمي تواند نتايج صحيحي را            

  . دهد

  تعاريف اساسي در تابع توصيف
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  .در اين بخش مي خواهيم روش عمومي تعيين تابع توصيف را شرح دهيم 

  بـه  ωو  فركـانس   A روش كار بدين قرار است كه مطابق شكل زير يك سيگنال سينوسـي  بـا دامنـه    

ي المان غيـر خطـي اغلـب يـك سـيگنال پريوديـك و عمومـا يـك                   خروج. عامل غير خطي اعمال  مي گردد      

  .سيگنال غير سينوسي است

)( tASin ω )(tw )( tASin ω
),( ωAN

)( ϕω +MSin

  
  .با به كار بردن سري فوريه خواهيم داشت

                                                               

[ ]

∫

∫
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∑
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tdtnSintwb

tdtnCostwa

tdtwa

tnSinbtnCosa
a

tw

n

n

n
nn

  

مونيـك  رو با توجه به اينكه  فقـط ها        .   مساوي صفر خواهد شد     tw  ،a0)(  با توجه به فرض فرد بودن تابع      

)()()()( )(.   اول مورد توجه خواهد بود بنابراين داريم 111 ϕωωω +=+=≈ tSinMtSinbtCosatwtw  

  .   بوده و به صورت زير بيان مي شوندA و ω   تابعي از  φ و Mكه 

                                                    )/(),(          ,      ),( 11
12

1
2
1 batgAbaAM −=+= ωϕω  

 با ضابطه زيـر كـه برابـر         ،با توجه  به توضيحات فوق عامل خطي كه جايگزين عامل غير خطي خواهد شد              

  . معادل خواهد شد،نسبت خروجي سيستم به ورودي آن تعريف مي شود

                                                           )(1),( 11

)(

jab
A

e
A
M

Ae
MeAN j

tj

tj

+===
+

ϕ
ω

ϕω

ω  

),( ωANهمان تابع توصيف جايگزين عامل غير خطي است  .  

),(در ظاهر    ωAN      ِچرا كه  در تعريف   پاسخ     .   يك عامل خطي عمل مي كند         ، همچون پاسخ فر كانسي

  .فركانسي نيز دامنه خروجي سيستم به ورودي آن تقسيم مي شد
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تم خطي، پاسـخ فركانـسي  تـابعي از دامنـه ورودي نبـوده ، امـا  همانگونـه كـه                با اين تفاوت كه در سيس     

  .وابسته استA    به دامنه ،ملاحظه مي گردد پاسخ فركانسي تابع توصيف

دي وابسته بوده كه البته در بعضي حالات استثناء نيز          ومعمولا تابع توصيف به دامنه و فركانس سيگنال ور        

 باشـد،  (single-valued) مي توان گفت كه اگر عامل غير خطي تك مقـداره            وجود دارد ، مثلا به طور كلي      

),(آنگاه  ωANمستقل از فركانس است  .  

از طرفي به خاطر آنكه سيگنال خروجي عامل غير خطي به عنوان يك سيگنال فرد فرض شده بوده اسـت                

),(  گرديده و به بياني ديگر a1=0پس  ωANيك عبارت كاملا حقيقي خواهد بود  .  

با يك معادلـه ديفرانـشيل غيـر        ( تابع توصيف براي المان هاي غير خطي كه شامل ديناميك بوده            :  نكته  

  .نيز كاملا  قابل اجرا است)  خطي بيان مي گردد

  

  تابع توصيف عوامل غير خطي مشترك در سيستمها

  .عوامل غير خطي خواهيم پرداختدر ادامه بحث به نحوه محاسبه تابع توصيف 

  تابع توصيف معرف عامل اشباع 

  . رابطه بين ورودي و خروجي عامل اشباع  در شكل هاي زير ترسيم شده است
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با توجه به اينكـه عامـل   .    محدوده قسمت خطي عامل اشباع را نشان مي دهندK و  a در شكل فوق ،  

 انتظار مي رود كـه تـابع توصـيف          ،پس طبق بحث هاي قبل    . شوداشباع بعنوان يك تابع تك مقداره بيان مي         

  .عامل اشباع ،  يك تابع حقيقي از دامنه ورودي گردد

  .دكربا ضابطه زير تعريف را  tw)(براي عامل اشباع مي توان سيگنال 

                                                                    
⎩
⎨
⎧
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  2/                         
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ttKASin
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1)/(كه  AaSin−=γ  

   b1فر خواهـد شـد و ضـريب           ص ـ   مساوي     a1  تابع فرد است پس در بسط فوريه آن ضريب              tw)(چون  

  برابر با                                
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  زا  عبارت خواهد بود N(A)يف بنابراين تابع توص

                                                                
⎥
⎥
⎦
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⎢
⎣
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A
a

A
a

A
aSinK
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π
  

اگر منحني تغييرات نسبت     
K
AN   بر حسب    ، را كه اصطلاحا به آن تابع توصيف نرماليزه شده مي گويند           )(

a
Aشكل زير حاصل خواهد شدرسم كنيم .  

  
  .و نتايج زير بدست مي آيد
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  .  خواهد بودN(A)=Kاگر دامنه ورودي در محدوده خطيِ عامل اشباع باشد آنگاه ) 1

  . كاهش خواهد يافتN(A)اگر دامنه ورودي بيش از محدوده خطي عامل اشباع باشد آنگاه اندازه ) 2

   بنابراين عامل اشباع هيچگونه تاخيري ،وجود ندارد اختلاف فازي N(A)چون بين ورودي و خروجي ) 3

  .    بين ورودي و خروجي ايجاد نمي كند

   )off/on(تابع توصيف معرف عامل قطع و وصل 

  .منحني عملكرد اين عامل در شكل مقابل ترسيم شده است

اين عامل شباهت هاي ويژه اي با عامل اشـباع دارد چـرا كـه در                

 ميـل كنـد آنگـاه دقيقـا         K→∞  و    a→0عامل اشـباع اگـر      

  . مشخصه عامل قطع و وصل بدست مي ايد

    :  برابر خواهد شد با b1بنابراين 

                                                                               MtdtMSinb
π

ωω
π

π

γ

4)()(4 
2/

1 == ∫  

:                                                              بنابراين تابع توصيف عبارت خواهد بود از 
A
MAN
π
4)( =   

نمايش تابع توصيف نرماليزه شده      
M
AN   در شكل مقابـل )(

  .بر حسب دامنه ورودي ترسيم شده است

 
  

   )Zone-dead(امل ناحيه مرده تابع توصيف معرف ع

اين عامل در شكل مقابل نشان داده شده        مشخصه  منحني  
پاسخ يك سيستم با عامل ناحيه مـرده ، بـه ورودي            . است

tASintxسينوسي   ω=)(   و با فـرض انكـه δ≥A  باشـد 
  .در شكل زير نشان داده شده است

  

  

  

  

  

w

x
k

 ناحيه مرده

δ
δ−
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  .ابطه زير قابل تعريف است  با ضw(t)و سيگنال 

                                                                   
⎩
⎨
⎧

≤<−
<≤

=
/2t              ))((

t0                                      0
)(

πωγδω
γω

tASinK
tw  

1)/(كه   ASin δγ     در بـسط فوريـه   a1  ،  ضـريب   w(t)كاملا مشخص است كه به خاطر فرد بـودن       . =−

  : عبارتست از b1صفر و ضريب  

                                        

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−=

−==

−

∫∫

2

2
1

2/2/

0
1

1
2

2    

)()())((4  )()()(4

AAA
SinKA

tdtSintASinKtdtSintwb

δδδπ
π

ωωδω
π

ωω
π

π

γ

π

  

                             :و در نتيجه تابع توصيف برابر است با 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−= −

2

2
1 1

2
2)(

AAA
SinKAN δδδπ

π
  

  يك تـابع حقيقـي       N(A)در اينجا نيز ملاحظه مي كنيم كه چون         

 .است پس هيچگونه انتقـال فـازي بـين ورودي و خروجـي نـداريم              

)منحني تغييرات تابع توصيف نرمايزه شده        )KAN    در شـكل      )(/

    .مقابل  ترسيم شده است
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با توجه به منحني كاملا روشن است كه افزايش مقدار تابع توصيف بازاء افزايش دامنـه ورودي معـرف آنـست                     

  .كه اثر عامل ناحيه مرده با افزايش  دامنه ورودي كم رنگ مي شود

  

   )backlash(ع توصيف معرف عامل تاب

  .  و پاسخ آن بازاء ورودي سينوسي ترسيم شده استbacklashدر شكل زير مشخصه  عامل 

  
  .  را به فرم زير نمايش دادtw)( مي توان سيگنال ،براي يك سيكل

                                                     

2
5 2                    ))sin(()(

2
2

3                            )()(

2
3                    ))sin(()(

2
                               )()(

πωγπω

γπωπ

πωγπω

γπωπ

≤<−−=

−≤<−−=

≤<−+=

−≤<−=

tKbtAtw

tKbAtw

tKbtAtw

tKbAtw
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1)21/(كه   AbSin −= −γ  .         بر خلاف وضعيت هاي قبل، در اينجا سيگنال)(tw            نه فرد اسـت و نـه زوج    .

با حل انتگرال هاي مربوطه اين ضرائب  برابر خواهنـد شـد             .     هر دو مخالف صفرند      b1  و    a1بنابراين ضرائب   

   :با

                                                   

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
2

1
1

1

1211212
2

14

A
b

A
b

A
bSinKAb

A
bKba

π
π

π
  

  :    عبارت خواهد بود ازbacklashبنابراين  تابع  توصيف عامل  

                                                  )/(tan)(            ,          1)( 11
12

1
2
1 baANba

A
AN −=∠+=  

  .منحني اندازه و فاز تابع توصيف در شكل هاي زير آورده شده است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :موارد مهم بدست آمده از منحني اندازه عبارتند از 

)(0 باشد آنگاه A=bاگر  )1 =AN  

Abبا كاهش  )2  . افزايش خواهد يافتAN)(  آنگاه /

/0اگر  )3 →Ab 1  ميل كند آنگاه)( →ANد  ميل خواهد كر. 

  :در رابطه با منحني فاز نيز مي توان اين نتايج را استخراج كرد كه 

   درجه90حداكثر تاخير فاز بوجود آمده برابر است با  )1
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 پديـد   bفاصـله   (   اسـت     backlashتاخير فاز بوجود آمده ، ناشي از تاخير زماني موجود در عامـل               )2

  .نداشتكه در ساير عوامل غير خطي قبلي وجود )  آورنده تاخير است

  منجر به تاخير فازهاي بزرگتر خواهد شد كه مي تواند ناپايـداري               bالبته بايد توجه داشت كه مقادير بزرگتر        

  .سيستم را باعث شود

  آناليز توابع توصيف براي سيستمهاي غير خطي

،  با يك جـزء غيـر خطـي        ه    همرا  در بخش قبل آموختيم كه  چگونه مي توان  براي  يك سيستم  غير خطيِ                
در مرحله بعد ي بر اساس نمايش  تابع  توصيف سيستم  غير خطي،  روشي را              . تابع توصيف  را استخراج كرد     

  .در جهت  پيش بيني  حضور  سيكل حدي  معرفي مي نمائيم
در اين راستا معيار نايكوئيست  بسط يافته  را كه قبلا در سيستمهاي خطي با آن آشنا   شده ايم،  بكار  مـي                          

  .گيريم
  بررسي وجود سيكل حدي در سيستم غير خطي

    به طور ماندگار در بلوك دياگرام سيستم   شكلِ زير               ω   و فركانس      Aه    نفرض كنيد  كه نوساناتي با  دام       

 برقرار است

  
  با توجه به ساختار موجود، روابط زير را مي توان نوشت

                                  .                                                                    
wjGy
xANw

yx

)(
),(

ω
ω

=
=
−=

  

  .  پس داريم
                                                                                                ))(,()( yANjGy −= ωω  

  ، بنابر اين)   ده بوديم  نوسان داريمفرض كر(    مخالف صفر است yچون  
                                                                                            01),()( =+ωω ANjG  

   *.                                                                     و يا مي توان نوشت
),(

1)(
ω

ω
AN

jG −
=  

بنابراين اگر در سيستم سيكل حدي وجود داشته باشد، بايستي  رابطه فوق برقرار گـردد و ايـن بـدان معنـي                       
  .است  كه اگر معادله فوق  جوابي  نداشته باشد  پس در سيستم  سيكل حدي نداريم
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)(معادله فوق  خود بيانگر دو معادله غير خطي است، چرا كه              ωjG            يك جزء حقيقي  و يك جـزء موهـومي  
),(داشته و هر كدام با عبارت          ωAN         كـه بـا توجـه بـه سـاختار          .  يك معادله غير خطي را تشكيل مي دهـد

),( ωAN         معمولا حل معادلات غيـر خطـي بـه روش تحليلـي            .  ، تعداد جواب هاي بيشماري  بدست مي آيد
به همين دليل  يك روش گرافيكي  جهـت حـل ايـن              .   بزرگ باشد   SG)(  اگر درجه       مشكل است، خصوصا  

  .مشكل  پيشنهاد مي شود
)(ايده اصلي در حل گرافيكي معادله فوق،  ترسيم دو منحنـي              ωjG    و  

),(
1
ωAN

   در صـفحه مخـتلط  و          −
  .و استتعيين محل برخورد  آن  د

 ،  نخست فـرض مـي كنـيم كـه  تـابع توصـيف       *جهت بررسي روانترِ روش گرافيكيِ تعيين جوابهاي معادله        
  .  باشدωمستقل  از 

   باشدω مستقل از ω,A(N(روش تعيين سيكل حدي اگر )1

در اين حالت داريم  
)(

1)(
AN

jG −=ω.  

اما مراحل  .  داراي ويژگي فوق هستند    backlashلمان اشباع، ناحيه مرده  يا       سيستمهاي غير خطي همراه با ا     

  :كار جهت تعيين  محل برخورد دو منحني عبارتند از

)(در صفحه مختلط ،     ) الف ωjG      را بازاء تغييـرات ω    و  
)(

1
AN

− 

  )شكل مقابل. (  ترسيم مي كنيمAرا بازاء تغييرات 

اگر دو منحني نقطه برخوردي داشته باشند آنگـاه يـك سـيكل             ) ب

 در سيستم غير خطي وجود خواهـد        ω و فركانس    Aحدي با دامنه    

   .داشت

اينكـه در عمـل كـدامين    .  سيكل حدي وجود خواهـد داشـت      n بار باشد، آنگاه     nو اگر تعداد  دفعات برخورد       

  . وابسته خواهد بود،اكم بر سيستم دقيقا به شرائط اوليه حمي گردد،سيكل حدي برقرار 

و در نتيجه دامنه نوسان سيكل حدي بوجود آمـده برابـر            )  Kنقطه  (  بوده   منفرددر شكل فوق نقطه برخورد      

AK و فركانس نوسان  Kωمي باشد  .  

روش فوق فقط حضور سيكل حدي را پيش گويي مـي كنـد و شـايد ايـن پـيش گـويي                       : نكته  بسيار مهم   

جهت تائيـد ايـن پـيش گـويي لازم     .  يك فرم نيمه خطي تقريبي داردN(A,ω)چرا كه  . صحت نداشته باشد  

www.konkur.in

forum.konkur.in



 ١٦

است كه شبيه سازي كامپيوتري و حل دقيق مسئله با حضور عوامل غير خطي انجام گرفته و پاسخ واقعـي را                     

  .يافت

  باشدوابسته  ωبه  ω,A(N(روش تعيين سيكل حدي اگر )2

در اين حالت داريم 
),(

1)(
ω

ω
AN

jG −=  

مراحل كار در اين بخش مشابه قبل خواهد بود با اين تفاوت  كه در اينجا  خانواده اي  از منحني هاي مربوط                        

ارت  ببه ع
),(

1
ωAN

   . هاي مختلف  بدست خواهد آمدωو  بازاء  −

همانگونه كه از شكل مقابل مشخص است، محل برخـورد           
),(

1
ωAN

− 

)(و   ωjG                نقاط بسيار زيادي است و تنهـا محـل برخوردهـايي  قابـل  

)( مربوط به ωقبول است كه با  ωjGمطابقت داشته باشد .  

 
لذا به منظور اجتناب از اتلاف وقـت در يـافتن           .   كار بسيار مشكل و زمان بري است       ωقاعدتا تطبيق فركانس    

  .  به طور مستقيم ارائه گردد*تر است كه راه حل گرافيكي معادله   مناسب، بهωفركانس 

)(),(  منحني    ∞  تا    0  از    ω و تغيير فركانس     Aدر اين روش با ثابت نگه داشتن مقدار          ωω ANjG   ترسـيم 

  .مي گردد

فركـانس   و ثابت نگه داشتن مجدد آن دوباره         A آنگاه با تغيير مقدار   

ω    جديدي از    منحنييير داده و    تغ  ∞  تا    0از  را ),()( ωω ANjG 

را ترسيم مي كنيم كه در نتيجه خانواده اي از اين منحني ها مطابق              

  .شكل روبرو بدست مي آيد

01اگر بتوان منحني يافت كه از نقطه         j+−       عبور كند ، يعني آنكه  

  .در سيستم مورد بحث يك سيكل حدي وجود دارد
 

در مكـاني  كـه       ω و فركانس نوسان عبارتـست از مقـدار          A2دامنه نوسان سيكل حدي براي شكل فوق برابر         

01منحني از  نقطه  j+−عبور مي كند .  
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  پايداري سيكل هاي حدي 

حال اين سوال مطـرح اسـت  كـه          .  حضور يا عدم  حضور سيكل حدي مورد بررسي قرار گرفت           ،در بحث فوق  

  ناپايداري سيكل حدي را مشخص نمود؟ه مي توان پايداري يا نوچگ

  .نايكوئيست مي توان تا حدودي نسبتا مطلوب به سوال فوق پاسخ داداز معيار روش توسعه يافته يك با ارائه 

)(شكل مقابل ترسـيم ديـاگرام هـاي قطبـي            ωjG    و قرينـه 

  .مي دهدنشان را معكوس تابع  توصيف 

اين شكل دو محل برخورد ديده مي شود و اين بدان معني            در  

 سيكل حدي وجود    2است كه احتمالا در سيستم مورد بحث          

 مـي تـوان گفـت كـه     Aجهت تغيير پـارامتر     به  با توجه   . دارد

  مربوط به    A كوچكتر از مقدار     ، L1 مربوط به نقطه     Aمقدار  

براي سادگي بحث فرض مـي كنـيم كـه تـابع      . است L2نقطه  

  تبديل 

 

G(S)هيچ قطب ناپايداري ندارد .  

  : روش كار به قرار زيراست. خواهيم پرداخت L1نخست به بررسي پايداري سيكل حدي در نقطه 

  و فركـانس     A1 دامنه سـيكل حـدي برابـر         در اين وضعيت    . اشد  ب  L1سيستم  ابتدائا در نقطه      اگر نقطه كار    

 دامنـه ورودي بـه المـان غيـر خطـي            ،اء يك اغتشاش كوچك    حال فرض مي كنيم باز     .است  1ωنوسان برابر   

  .  استL'1  به  L1قدري افزايش يابد كه نتيجه آن تغيير نقطه كار سيستم  از 

)( توسط دياگرام قطبي      L'1چون نقطه     با توجه به معيار توسعه يافته نايكوئيست ،          ωjG     محاط شده اسـت 

پس خواهيم گفت سيستم در اين نقطه ناپايـدار اسـت و  در              )  بر روي دياگرام   ωبا توجه به جهت تغييرات      ( 

نتيجه دامنه سيگنال هاي سيستم افـزايش خواهـد يافـت و بنـابراين نقطـه كـار سيـستم در طـول منحنـي                         

)(
1
AN

  .  برسد L2  حركت كرده  تا به نقطه كار −
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 دامنـه ورودي بـه المـان غيـر خطـي            ،،  تحت تاثير يك اغتـشاش      ) L1نقطه كار   ( قبلي   اگر در همان وضعيت   

"قدري كاهش يابد، آنگاه نقطه كار به        
1L                  تغيير وضعيت داده كـه در ايـن حالـت چـون نقطـه   "

1L     توسـط   

)( ωjG   ،نقطه  پايداري  يعني   (   محاط نشده"
1L(             پس دامنه سيكل حدي همچنان رو به كاهش گذاشته تـا 

آنكه صفر شود و اين بدان معني است كه در هر دوحالت دامنه نوسان سيكل حدي را از دست خـواهيم داد و                      

  . ناپايداري سيكل حدياين يعني

پايـدار   L2سيكل حـدي مربـوط بـه نقطـه           كه   گردد  ملاحظه مي     برقرار شود  ،   L2اگر بحث فوق براي نقطه      

  .است

  :سيكل حدي را به صورت زير تعريف كردپايداري معيار با خلاصه كردن بحث فوق مي توان 

)(هر نقطه برخورد بين دو منحني        ωjG     و 
)(

1
AN

اگر نقاط نزديك محل    .   معرف يك سيكل حدي است      −

 و بر روي منحني      Aدر طول افزايش    تقاطع دو منحني  و      
)(

1
AN

)( توسط ديـاگرام قطبـي       − ωjG   محـاط 

  .نگردد آنگاه سيكل حدي مربوطه پايدار است در غير اينصورت سيكل حدي پايدار نيست

   

 بررسي ميزان اعتماد به  روش آناليز تابع توصيف 

 تعـداد زيـادي از      ، كه آناليز تابع توصيف توانسته به گونه اي كاملا مـوثر            دهه اخير نشان مي دهد     3تحقيقات  

 روش تـابع  يامـا بـه خـاطر ذات تقريب ـ   .   حـل كنـد    ،مسائل عملي كنترل را كه شامل سيكل حدي  هـستند          

  .مشاهده مي گردد كه نتايج بدست آمده بعضا دقيق نيستند، توصيف

  .ر قرار مي گيرندعدم دقت هاي موجود معمولا در سه طبقه بندي زي

  .دامنه و فركانس سيكل حدي بدست آمده طبق روش تابع توصيف دقيق نيستند )1

 سيكل حدي پيش بيني شده ،  غلط بوده و اصلا سيكل حدي وجود ندارد )2

 يك سيكل حدي  واقعي طبق روش تابع توصيف اصلا پيش بيني نشده است )3
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 ١٩

عيين تابع توصيف معمـولا تقريـب هـايي زده شـده                مورد اول تقريبا كاملا منطقي بنظر مي رسد چرا كه در ت           

، كه خود موجـب بـروز عـدم دقـت در دامنـه و فركـانس                 ) صرفنظر كردن از هارمونيك هاي با درجه بالاتر       ( 

  .سيكل حدي مي شود

بايـد دقـت   . دو مورد آخر ، اگرچه به ندرت اتفاق مي افتد اما مي تواند نتايج نامطلوبي را بدنبال داشـته باشـد   

)(اشت كه حضور يا عدم حضور سيكل حدي دقيقا به موقعيـت فيزيكـي ديـاگرام قطبـي                   د ωjG    و منحنـي 

)(
1
AN

  . نسبت به يكديگر دارد−

  :مي گردد اصولا خطاي بوجود آمده در نحوه تشخيص موجوديت سيكل حدي به دو مورد زير  بر

  ند  به خوبي به عنوان يك فيلتر پايين گذر عمل كند اگر عامل خطي  سيستم نتوا) الف

)(اگر در دياگرام قطبي ) ب ωjGحالت رزونانس اتفاق بيافتد .  

   روش گرافيكي در تشخيص بهتر حضور يا عدم حضور سيكل حدي

)(اگر   ωjG    به منحني 
)(

1
AN

آنگـاه  )  راسـت شـكل سـمت     ( با مماس فرض شـود       مماس باشد و يا تقري     −

ت زماني رخ المعمولا اين  ح. نتايج بدست آمده از روش تابع توصيف با خطاي نسبتا بزرگي همراه  خواهد بود        

  . و نتواند به عنوان يك فيلتر پايين گذر خوب عمل نمايدوده  ضعيف بsG)(مي دهد كه عمل فيلترينگ در 

منحني  و اگر   
)(

1
AN

)(  تقريبا بر دياگرام      − ωjG     احتمال ) شكل سمت چپ  ( د باشد   و  در محل برخورد عم

  .حضور سيكل حدي تقريبا صدرصد است 
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  پايان فصل پنجم
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  خطي سازي فيدبك –طراحي سيستم هاي كنترل غير خطي 

       در اين فصل به طراحي كنترل كننده هاي .سيستم هاي غير خطي آشنا شده ايمتاكنون با آناليز 

  .غير خطي خواهيم پرداخت

كننده  روش هاي طراحي كنترلخطي و غير خطي قاعدتا با توجه به تفاوت بين ماهيت سيستم هاي 

  .نيز بايد متمايز از نوع آن باشد هاي غير خطي

  .در ادامه روش خطي سازي فيدبك در سيستم هاي غير خطي مورد مطالعه قرار مي گيرد

 Feedback Linearization –خطي سازي فيدبك 

از . خطي سازي فيدبك نام دارد ،براي سيستم هاي غير خطييكي از روش هاي طراحي كنترل كننده 

  .به دليل سرعت پردازش بسيار بالايش ، استفاده زيادي شده است اين روش در سال هاي اخير

سعي مي شود كه  ،با انتخاب متغيرهاي حالت خاصي كه اصلا فرم آشنايي نداشته ،در روش خطي سازي

كنترل كننده  ،حاكم بر سيستم ، خطي شده تا آنكه بتوان از روش هاي خطيفرم معادلات حالت غير خطي 

  .مناسب را طراحي نمود

  در شكل روبرو هدف كنترل ارتفاع مخزن در:  مثال

  .مي باشد hdمقدار دلخواه 

ل كنترل جهت تنظيم ارتفاع ، دبي ورودي به باقمتغير  

 .مي باشد 0hسطح اوليه سيال نيز به ارتفاع . است (u)مخزن 

  :معادله ديناميكي حاكم بر سيستم به قرار زير است 

ghatudhhA
dt
d h

2)()(
0

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫ 

 

∫در رابطة فوق 
h dhhA
0

ghaدبي ورودي و  u(t) ، ، به معني حجم سيال در مخزن )( ، دبي  2

  .نيز سطح مقطع لوله است aخروجي مخزن است و 

  :معادله ديناميكي سيستم را نيز مي توان به فرم زير نوشت 

ghauhhA 2)( −=  
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  :به شكل زير انتخاب شود  u(t)اگر . ه ديفرانسيل فوق يك معادله غير خطي استمعادل

                                                                            *vhAghatu )(2)( +=  

ت يك متغير اضافي اس v(.بدست آيدكه بايد  مشخص گرديده است  "ورودي معادل"بعنوان يك  vكه 

  :پس خواهيم داشت  )مي باشدفرم خطي لازم  تهيه كه براي 

ghavhAghahhA 2)(2)( −+=  

⇒=⇒ vhAhhA )()( vh = ** 

  .ديناميك بدست آمده كاملا خطي استكه 

يار به صورت زير اخت vاگر . مي كنيممرتبط  hبا را به گونه اي  vفوق لازم است كه معادله اما براي حل 

hv                                                                                                                                 .شود ~α−=  

dhthhكه  −= در اين . نيز يك ضريب اكيدا مثبت است αبه عنوان خطاي سطح تعريف شده و  ~)(

  :به شكل زير خواهد شد **) رابطه (ديناميك خطي شده سيستم ورت ص

) hd0~~0    )مقداري ثابت است~~
=+⇒=+→−= hhhhhh ααα  

~)(0ميل مي كند آنگاه t→∞معادله فوق لازم مي دارد كه وقتي 
→th بنابراين  .ميل خواهد كرد

  .ميل دهيم hdرا به سمت  h(t) مناسب ، uتوانسته ايم با انتخاب 

  و سيگنال كنترلي لازم برابر است با 

hhAghatu ~)()( α−= 2  

آنگاه با انتخاب ورودي  ) يعني به صورت متغير با زمان باشد(  باشد hd(t)بصورت  hdحتي اگر سطح مطلوب 

  بصورت زير  vمعادل 

hthv d
~)( α+=  

~)(0ميل مي كند  t→∞تي مي توان نشان داد كه همچنان وق
→th ميل خواهد كرد.  

 ،خطي سازي فيديك كه در حقيقت به معني حذف عوامل غير خطي و اعمال ديناميك خطي مطلوب است

يا اصطلاحا فرم كانونيك كنترل پذير  Companionخاصي از سيستم هاي غير خطي بنام فرم كلاس به 

  .بل اعمال مي باشدقابراحتي
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uxbxfxفرم كانونيك كنترل پذير يك سيستم غير خطي با ضابطه  n )()()(   .به شكل زير مي باشد =+

21 xx =  

32 xx =  

 

nn xx =−1  

uxbxfxn )()( +=  

  .باشدبردار حالت سيستم مي  xكه 

. را بصورت زير تعريف مي كنيم u، سيگنال  bفيدبك خطي و با فرض غير صفر بودن جهت اعمال روش 

]             .)بسيار مشكل بوده و با فرض داشتن آنها مي توان سيستم را خطي نمود  bو  fالبته انتخاب ( ]fv
b

u −=
1 

  و خواهيم داشت عوامل غير خطي حذف مي گردند ، با اين انتخاب

[ ]fv
b

bxfx n −×+=
1)()(  

vx n =)(  
  به شكل زير انتخاب گردد ياگر قانون كنترل

nn xkxkxkv −−−−= ...2211  

  ريشه هاي معادله زير  ضرائبي باشند كه موجب شود nkتا 1kو

0... 12
1

1 =++++ −
− kSkSkSk n

n
n

n   

  باشد آنگاه جواب معادله ديفرانسيل خطي زير jωر سمت چپ محور مطلقا د

0... 12
)2(

1
)1()( =+++++ −

−
− xkxkxkxkx n

n
n

n
n

 

vxمعادله فوق همان معادله (. مجانبي خواهد بودپايدار حتما در فرم  n   )است )(=

را  vگنال مي توان سي e = x-xdانجام دهيم آنگاه با تعريف ) رديابي( Trackingچنانچه بخواهيم مساله 

  .بصورت زير بدست آورد
)1(

121
)( ... −

−−−−−= n
n

n
d eKeKeKxv  
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  شخصه مبا فرض آنكه معادله  ،به فرم فوق مي توان نشان داد vبا انتخاب 

 0... 1
1

1 =+++ −
− kSkSk n

n
n

n آنگاه با ميل كردن  هروتيز باشد∞→t  0حتما→e  ميل

  .خواهد كرد

  .مراجعه كنيد Slotineكتاب  2- 6به مثال 

را به  غير كانونيكدر بخشهاي بعدي مي خواهيم با استفاده از تبديل هاي مناسب نخست سيستم در فرم 

  .ن اعمال كنيمو سپس طراحي فيدبك خطي را بر روي آفرم كانونيك تبديل كرده 

  State Linearization-Input –خطي سازي ورودي حالت 

),(براي سيستم غير خطي تك ورودي  uسيگنال كنترل حي طرا ،در اين بحث هدف uxfx است به  =

  .گونه اي كه سيستم حلقه بسته پايدار باشد

  .روش كار در دو مرحله زير خلاصه مي شود

به گونه اي كه ديناميك غير خطي  u=g(x,v)و انتخاب  Z=W(x)پيدا كردن تبديل حالت غير خطي )  1

bvAZZسيستم به فرم    .تبديل شود =+

  . vاستفاده از يكي از روش هاي متداول سيستم هاي خطي براي طراحي )  2

  .زير  موجود استسيستمي با مجموعه معادلات حالت غير خطي : مثال 

1211 sin2 xaxxx ++−=  

)2cos(cos 1122 xuxxx +−=  

  .را بيابيد با اعمال روش خطي سازي فيدبك قانون كنترلي مناسب

  حل

همچنين خيلي ساده تر بحث را دنبال كنيم و  قادر مي بوديم ،اگر روابط غير خطي را نداشتيم 1xدر معادلة 

  .در معادله اول ، كار را قدري مشكل تر كرده است uعدم وجود عبارت 

  به صورت زير داريم 2zو  1zبا تعريف متغيرهاي جديد 

⎩
⎨
⎧

+=
=

122

11

Sinxaxz
xz  
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  خواهيم داشت

⎩
⎨
⎧

++−=
+−==

)2(.cos2
2

111112

2111

zauCosSinzCoszzzz
zzxz  

  .، جملات غير خطي را حذف كنيم 1zعبارت در موفق شديم كه  ،عملا با تبديل به كار رفته

  برابر شود با  uاگر  .ردرا نيز حذف ك 2zرابطه غير خطي موجود در  uمي توان با انتخاب مناسب 

( )1111
1

.2.
)2(

1 CoszzSinzCoszv
zaCos

u +−=  

  پس خواهيم داشت ورودي معادله است ، vكه 

211 2 zzz +−=  

vz =2  

2211به صورت  vبا گزينش  zKzKv مي توان قطب هاي سيستم خطي شده را با انتخاب مناسب  =−−

1K  2وK به نقاط دلخواه منتقل نمود.  

01به عنوان مثال اگر  =K  2وK  انتخاب گردد ، داريم  2برابر:  

211 2 zzz +−=  

22 2zz −=  

  .قرار مي گيرند z=-2در اينصورت قطب هاي سيستم هر دو در نقطه 

)cos2sincos22(
)2cos(

1
111112

1
xxxxlxax

xa
u +−−−=  

11 zx =  

a
zSinzx ).( 12

2
−=  

اهند نيز به سمت صفر همگرا خو 2xو  1xهر دو به سمت صفر همگرا خواهد شد پس حتما 2zو  1zچون

  .شد

  .ساختار فوق در زير نشان داده شده استشكل بلوك دياگرامي 
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 ZKv T−=  ),( uXfX = ),( vXuu =

 )(XZZ =
  

  :چند نكته 

  كه عبارت بود از uبا توجه به ضابطه بدست آمده براي )  1

)cos2sincossin22(
)2cos(

1
111112

1
xxxxxax

xa
u +−−−=  

ملاحظه مي گردد كه بازاء 
24

,...)2,1( 1
ππ KxK بي نهايت  uمخرج عبارت فوق صفر شده و  ==±

مي گردد و اين بدان معني است كه اگر شرايط اوليه سيستم در چنين نقاطي باشد عملا قانون كنترلي نمي 

  .تواند سيستم را به نقطه تعادل برگرداند

را اندازه  2zو  1zنمي توان مي باشد ولي اكثر مواقع  2zو  1zنياز به مقادير uاگر چه براي محاسبه )  2

  .محاسبه كرد را 2zو  1zرا اندازه گيري و با استفاده از روابط موجود 2xو  1xبايستيگيري كرد و لذا 

مدل سيستم است لذا چنانچه در مدل مبناي كار  ،و هم طراحي كنترل كننده zم در محاسبه چون ه)  3

خود را نمايان كرده و لذا امكان  uو  zسازي اوليه سيستم خطائي وجود داشته باشد اين خطا مستقيما در 

  .ين روش استاينكه قانوني كنترلي نتواند به خوبي عمل كند وجود خواهد داشت و اين يكي از ضعف هاي ا

  اين سوال همچنان مطرح است كه اصولا 

  چه نوع از سيستم هاي غير خطي مي توانند به صورت فوق خطي سازي شوند؟ - 1

 چگونه بايد تبديل مناسب را جهت انجام عمليات خطي سازي يافت؟ - 2

 

  Output Linearization -Input –خروجي  –خطي سازي ورودي 

  ي آن است كه براي سيستم  خروج -هدف اصلي در خطي سازي ورودي
            *

)(
),(

xhy
uxfx

=
=  

  را پياده سازي نمود  (tracking)بتوان مسئله رديابي 
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  به اين معني كه 
  را دنبال كند tyd)(، سيگنال ty)(خروجي ) 1
  تمام حالت هاي سيستم محدود بماند ) 2

  و تمام مشتقات مرتبه بالاتر آن موجود و محدود باشد tyd)(نكه البته با فرض آ
وابسـته نبـوده و تنهـا از     uمستقيماً به  yمشكل اصلي در اين مجموعه از معادلات آن است كه خروجي 

  . مرتبط خواهد بود uبا * طريق متغيرهاي حالت و طبق ساختار روابط 
  )و يا مشتقات آن ( yو  uبدست آوردن يك رابطه بين : روش كار

  . به سيستم زير توجه كنيد. براي بررسي دقيق مسئله يك مثال را مورد بررسي قرار مي دهيم
3221 )1(sin xxxx ++=  

3
5
12 xxx +=  

uxx += 2
13  

1xy =  
  . است yو  uهدف اصلي بدست آوردن يك رابطه مستقيم بين 

1xy =  
3221 )1(sin xxxxy ++==  

)()1( 12 xfuxy ++=  
2
12233

5
11 )1()cos)(()( xxxxxxxf ++++=  

  
))((اگر فرض كنيم كه 

1
1

1
2

xfv
x

u −
+

vyباشد آنگاه داريم                                          = =  

  را بيابيم vاكنون بايد 
  است، تعريف مي كنيم (tacking)چون مسئله از نوع  رديابي 

dyye −=  
ekekyv)               مك فيدبك حالتطراحي به ك( d 21 −−=  

012 =++ ekeke  
  معادله فوق نشان مي دهد كه ديناميك خطاي سيستم از يك فرم پايدار برخوردار است

  
  فوق چند نكته در رابطه با مثال

12در همه جا قابل تعريف نيست چرا كه بازاء  uسيگنال  .1 −=x ،u غيرقابل محاسبه است. 
 .، اندازه گيري تمام حالت ها الزامي استuبراي محاسبه  .2
 .چند خروجي نيز كاربرد دارد -اين روش براي سيستمهاي چند ورودي .3
بار مشـتق گـرفتن از خروجـي احتيـاج      rبه  yو  uاگر براي بدست آوردن رابطه مستقيم بين  .4

 .مي ناميم rباشد، آنگاه درجه نسبي سيستم را 
در واقـع ديناميـك جديـد يعنـي     . مي باشد 2، و درجه نسبي 3در اين مثال درجه سيستم اصلي  .5

),( yy     فقط قسمتي از ديناميك سيستم را شامل شده و بنابراين قسـمتي از ديناميـك سيسـتم
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ايـن قسـمت را ديناميـك داخلـي گوينـد كـه       . در اين روش رويت پذير نيست) يعني يك متغير(
 درمورد مثال فوق ديناميك داخلي عبارت است 

                                                                )(
1

1
121

2

2
13 fekeky

x
xx d +−−

+
+= 

  
  مشكل 

  ...)از روش هايي نظير بررسي پايداري لياپانوف و(بايد پايداري، ديناميك داخلي مورد بررسي قرار گيرد 
  .اگر ديناميك داخلي پايدار نباشد از روش فوق نميتوان استفاده كرد •
 . مي رسيم input-linearizationبا درجه سيستم برابر باشد به مسئله حداكثر اگر درجه نسبي  •

  
  مثال

11 xx =  
ux =2  
1xy =  

  .بدست نمي آيد yو  uمشتق بگيريم رابطه اي بين  yهرچه قدر كه از  فوقدر سيستم 
  ممكن نيستخروجي بر روي اين سيستم  -زي وروديخظي سااعمال  پس 

  
  سيستم شكل مقابل را درنظر بگيريد : مثال

uxx += 3
21  

1xy =                ux =2  
  است yتوسط  dyدر اين سيستم هدف دنبال كردن 

  را تعيين مي كنيم uو  yارتباط بين  yبا مشتق گيري از : لح
uxxy +== 3

21  
  ديناميك سيستم خطي خواهد شد زيربه فرم  uكه با انتخاب 

vyxvu =→−= 3
2  

  را به فرم زير در نظر بگيريم  vيد اگر متغير جد
)0(0)(lim                      0                  111 >→→=+⇒+−=

∞→
kteekeyekv

td  
dyye                                                                                        ا       ببرابر است  eكه  −=  

  بپردازيم خواهيم داشت  2xيناميك داخلي اما اگر به بررسي د
                                                                                                        **eyxx d −=+ 3

22  
  
)(te  01باتوجه به معادله =+ eke ، فرض اينكه سيگنال با يك سيگنال محدود خواهد بود وdy  نيز محدود

  نوشت ** است پس ميتوان براي سمت راست معادله 
                                                                                                               Detyd ≤−)(  

  يك مثبت معين خواهد بود Dكه 
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3ميتوان گفت كـه اگـر   ** پس قاعدتاً باتوجه به معادله 
1

2 Dx 02آنگـاه   < <x   3و اگـر
1

2 Dx شـود   >−
02آنگاه  >x  3خواهد بود و اين بدان معني است كه

1

2 Dx ≤   
1)(          ردياب طراحي شده لذا قانون كنترليِ. همواره محدود است 2xپس اندازه 

3
2 tyekxu d+−−=  

01براي هر ( >k  ( بازاء هر سيگنال و)(tyd        كـه سيسـتم   كـه مشـتق آن محـدود باشـد، خواهـد توانسـت
  . غيرخطي موجود را بخوبي كنترل نمايد

uxنشان دهيد كه در مثال فوق، اگر معادله حالت دوم  سيستم به صورت  :  تمرين باشد، آنگاه    2=−

  .ديناميك  داخلي سيستم ناپايدار است

كه سيستم با فاز مي نيمم  ، ديناميك داخلي در صورتي پايدار  استسيستمهاي خطيدر مورد :  نكته مهم 

  .باشد

  

  مطالعه ديناميك داخلي سيستمهاي خطي 

u                             .را به فرم مقابل در نظر بگيريد 3سيستم درجه  كي
aSaSaS

Sbb
y

01
2

2
3

10

+++
+

=  

  .، خواهيم داشت اگر نمايش فضاي حالت سيستم را به فرم كانونيك كنترل پذير بنويسيم

                                                                            

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

10

3

2

1

2103

2

1

0

1
0
0

100
010

x
x
x

bby

u
x
x
x

aaax
x
x

  

. ظاهر شود uليا مشتق گرفته تا جائيكه  در آن  امتو  yخروجي ، از  - براي اعمالِ خطي سازي ورودي

  بنابراين

                                                          
)( 3221101303120

31202110

2110

uxaxaxabxbxbxby
xbxbxbxby

xbxby

+−−−+=+=
+=+=

+=
     

 2ظاهر مي گردد و اين يعني آنكه درجه نسبي سيستم  برابر   uعبارت    yپس با دو بار مشتق گيري از 

  )تفاضل  تعداد قطبها  و صفرها( است 

u   را به گونه اي انتخاب مي كنيم كه عبارتvy   )جديدمتغير حالت  v(  حاصل شود =
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                                                                          vuxaxaxabxb =+−−−+⇒ )( 322110130  

                                                                         32211030
1

)(1 xaxaxaxbv
b

u +++−= →  

dyyeبا تعريف  )(و انتخاب   =− 21 dyekekv   .خواهيم داشت  =−−+

                                                                                                       )( 21 dyekekvy +−−==  

dyye                                                                                               و با تعريف   −=  

ميتوان نوشت                                                                                  
012

21

=++
−−=−

ekeke
ekekyy d  

يابي  درنهايت به سمت  صفر ميل مي كند و خطاي رد   e،  سيگنال   k2و   k1بازاء جميع مقادير مثبت  

  .صفر خواهد شد

است و اين بدان معني است كه بازاء قانون كنترلي طراحي شده،  3ادله ديفرانسيل فوق يك معادله درجه عم

اما تكليف متغير حالت . متغير سيستم در شرائط مانا به سمت صفر ميل خواهند كرد 3متغير حالت از  2

  :اين بدان معني است كه ؟سوم چه خواهد شد

  .گردد مي تعيين تلحا متغير يك توسط تنها موجود 3درجه سيستم خليدا ديناميك

     با توجه به مجموعه روابط زير . بوده اند  x3و  x1  ،x2دقت داشته باشيد كه متغيرهاي حالت اوليه  

                                                                                                            
3120

2110

xbxby
xbxby

+=
+=  

  x1پس اگر متغير حالت كمبود را . مرتبطند  x3و  x1  ،x2با متغيرهاي   yو  yملاحظه مي گردد كه 

به همراه هم مي توانند به خوبي توصيف كننده وضعيت سيستم  yو  x1   ،yاحتيار كنيم آنگاه متغيرهاي 

حال بايد ديد كه ديناميك مربوط . است  x1پس آن ديناميك داخلي را كه جستجو مي كرديم همان . باشند

1)(                     داريم                                   .  چگونه است 1xيعني   1xبه 
10

1
21 xby

b
xx −==              

                                                                                                           y
b

x
b
b

x
1

1
1

0
1

1
=+  
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012طبق معادله ( يك سيگنال محدود است   eمي دانيم كه  =++ ekeke ( . پس اگرdy   ،محدود باشد

y   10نيز محدود است و  لذا اگر نسبت / bb   مثبت باشد ، پاسخ معادله ديفرانسيل فوق(x(t))   محدود

  بنابراين . و اين مورد زماني حاصل مي شود كه سيستم اوليه با فاز مي نيمم باشد. خواهد بود

يناميك داخلي سيستمهاي خطي زماني اتفاق مي افتد كه صفر سيستم حلقه بسته در سمت راست پايداري د

   قرار نگرفته باشد jωمحور 

  . و يا به عبارتي پايداري ديناميك داخلي سيستم به ديناميك صفر سيستم وابسته است

  .را ملاحظه فرمائيد  slotineكتاب   6-5مثال 

  : در ادامه بحث مي خواهيم ببينيم

آيا اين تفكر  كه موقعيت صفرهاي سيستم خطي مي تواند بر روي پايداري ديناميك داخلي  

  سيستم تاثير گذار باشد، قابل تعميم به سيستم هاي غير خطي نيز هست يا خير ؟

  

called zero dynamics-So 

را شناسايي  قاعدتا نمي توان براي سيستمهاي غير خطي همچون سيستم هاي خطي، ديناميك صفر سيستم

چرا كه صفر در سيستم هاي خطي يك پارامتر ذاتي از فرآيند خطي مي باشد با آنكه در سيستم هاي . كرد

لذا ديناميك . غير خطي ، امكان دارد پايداري ديناميك داخلي به قانون كنترلي وروديِ خاصي وابسته باشد

  :صفر براي سيستم هاي غير خطي به صورت زير تعريف مي شود كه 

اگر خروجي آن   ،از ديناميك داخلي سيستماست ديناميك صفر يك سيستم غير خطي عبارت 

  .بازاء ورودي بخصوصي در صفر نگه داشته شده باشد

uxx:                                                                          به طور مثال فرض كنيد كه داريم += 3
21  

                                                                                                                         
1

2

xy
ux

=
=  

uxxy            ←.  را حساب كنيم  y خروجي بايد مشتقات - براي اعمال خطي سازي ورودي +== 21  

vxuرا به صورت    uاگر  +−= 3
vyاختيار كنيم، آنگاه                                                          2 =  
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eyvو با تعريف  d +=0      :                                                 مي توان بدست آورد كه   =− ee  

  وابسته است ، لذا داريم                        uو ذكر  اين نكته كه متغير حالت دوم به   vو   uبا توجه به تعريف 

                                                                                 3
22

3
22 eyxxeyxx dd −=+→−+−=  

  . ر تعريف ديناميك صفر گفته شد كه بايد خروجي بازاء ورودي كنترلي در صفر نگه داشته شودد

  نيز صفر مي گردد  1xنيز صفر است و لذا   1x  صفر شود، يعني  y1اگر  

eydو اين بدان معني است كه عبارت      : شود، چرا كه داريم بايد صفر  −

                                                                                                   
   0

  
3
2

3
2

3
21

eyxx

uxx

d −+−=

+=  

  پس ديناميك صفر از معادله زير بدست مي آيد

                                                                                                               03
22 =+ xx  

2ته مي توان با انتخاب تابع لياپانوف بكه ال. حال بايد ديد كه آيا اين ديناميك پايدار است يا خير
2xV =  

  .پايدار مجانبي است  2xنشان داد كه 

ر  تعريف و مطالعه ديناميك هاي صفر آن است كه به يك راه ساده تر جهت تعيين دليل اصلي د :نكته 

  .پايداري ديناميك داخلي برسيم

  :خروجي عبارتست از - الگوريتم خلاصه طراحي  قانون كنترلي بر اساس خطي سازي ورودي

  .در عبارت مشتق ظاهر شود  uمشتق گيري از خروجي تا جائيكه ورودي ) الف

به طور  (tracking)به گونه اي كه عوامل غير خطي را حذف كرده و تضمين كند كه رديابي   uانتخاب ) ب

  .كامل انجام مي پذيرد

  مطالعه پايداري ديناميك داخلي ) ج

  
  
  
  
  
  

0=− eyd
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  به كارگيري ابزار رياضي در طراحي كنترل كننده هاي خطي سازي فيدبك
ي طبقه وسيعي از سيستم هاي غيرخطي است لي براقبهدف اصلي در ادامه بحث فرموليزه كردن مفاهيم 

  . دهيم قرار مي و تعريف بدين منظور نخست يك سري ابزار رياضي خاص را مورد بررسي
   :)field) Vector برداري ميدان تعريف

متعلق به يك ميدان برداري ميناميم چرا كه هر نقطـه از  تعريف مي شود،  nRبه   nRرا از كه از  fتابع 
ميدان برداري مورد نظر، يك ميدان برداري . بعدي را به نقطه اي ديگر از فضا منتقل مي كند nفضاي حالت 

والي آن نسـبت بـه  زمـان     و مشـتقات مت ـ  xf)(خوانده ميشود و اين به آن معني است كه  (smooth)هموار 
  . گسسته نيستند
   xh)( اسكالرِ تابع گراديان
   به صورت زير تعريف مي گردد xh)(گراديان 

RRh n →:)(x   اگر  

x∂
∂

=∇
hh  

  است كه هر المان آن به قرار زير خواهد بوديك بردار رديفي  xh)(گراديان تابع اسكالر 
ii xhh ∂∂=∇ )(  

  نشان داده شده و برابر است با ∇fبا  fژاكوبين  سريت، ماxf)(و براي ميدان برداري 

x
ff
∂
∂

=∇  
  بوده و هر المان آن به قرار زير است ×nnكه يك ماتريس 

jiij xf ∂∂=∇ )( f  
  BRACKET  LIE و LIE مشتق

گفته و با نمـاد   Lieرا مشتق  fنسبت به  h، مشتق xf)(و هر ميدان برداري  xh)(براي هر تابع اسكالر 
hLf نشان ميدهيم.  

  و به صورت گراديان نيز نمايش داده ميشود بوده اسكالر  ،يك تابع LIEمشتق 
ff hhL ∇=  

  را ميتوان به صورت زير نيز نشان داد ∇fhهمچنين 
f

x
f ×

∂
∂

=∇
hh  

در جهـت   h، از تـابع اسـكالر   directional derivativeجهتي يا  يك مشتق )Lie )hLfپس مشتق 
  . ميباشد fبردار

  هاي فوق بدست مي آيد بحثنتايج زير از 

,...2,1=i        براي

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

∂
∂

∂
∂

=

∇==

=

−

−

−−

fx
x

fffff

f

)(

)()(

1

1

11

0

h
x

hLhLLhL

hhL

i

i

iii   

xfg)(يك ميدان برداري ديگر باشد آنگاه  gبه صورت مشابه ميتوان گفت اگر  hLL  عبارتست از  
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gffg )( hLhLL ∇=  
  چنانچه بحث فوق را براي سيستم ديناميكي 

)(
)(

xhy
xx

=
= f  

  اعمال كنيم خواهيم داشت
yxhhL =×

∂
∂

=
xf  

اسـت و بـراي مشـتق دوم خروجـي نيـز       fنسبت بـه   hتابع  Lieپس مشتق اول خروجي همان مشتق 
  ميتوان بدست آورد 

hL
x
hy 2)( fx

x
=×

∂
∂

∂
∂

=  
باشد پـس   xV)(و همچنين اگر فرض كنيم كه تابع لياپانوف مناسب براي سيستم ديناميكي مورد بحث 

  رت خواهد بود از ميتوان گفت مشتق اين تابع عبا
Vf

x
xVx

x
VxV fLxx

=
∂

∂
=×

∂
∂

= )()()()(  
  

Lie Bracket 
خود يك   gو  f،  توابع  Lie bracketباشد ، آنگاه    Rnدو ميدان برداري   بر روي    gو  fاگر :  تعريف

  .ميدان  برداري جديد خواهد بود كه داراي تعريف زير است
                                                                                           fggfgf ∇−∇=],[  

],[ Lie bracketمعمولاً  gf  را به صورتgfad  نويسيم مي نيز.  
Lie bracket هاي متوالي نيز به فرم زير نوشته مي شوند.  

                                                                                                        gg0
f =ad  

                                                        i=1,2,…..                  برايg]fg -1i
f

i
f adad ,[=  

  
1211                  براي سيستم ديناميكي مقابل                            :  مثال sin2 xaxxx ++−=  

                                                                                )2(..2 112 xCosuCosxxx +−=  
)()(uاگر مجموعه معادلات فوق را به صورت  xgxfx  gو  fنشان دهيم آنگاه  ميدان هـاي بـرداري    =+

  :ند بود از خواه عبارتند

                       ⎟⎟
⎠
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⎜⎜
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)2.(
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xCosx

xaxx  

Lie bracket  بردارهاي  ،],[ gf   را محاسبه كنيد.  
  :  حل

                                                              gf-fgfggfggf f ×∇×∇=∇−∇== ad],[  
       ⎟⎟
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                                         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−−

=
).2)(2.(2)2.(.

)2.(.

121111

1

xSinaxxxSinxCosxCos
xCosa  

    Lie bracketخواص 
  (bi linearity)خاصيت دو خطي ) 1    

                                                                        ],[],[],[)1 2121 gfgfgff     2121 αααα +=+  
                                                                 ],[],[],[)2 2121 2121 gfgfggf     αααα +=+  

  .ضرائب ثابت عددي هستند  2αو   1αهمگي ميدان هاي برداري هموار  و   g2و  f   ،f1  ،f2   ،g  ،g1كه 
   Skew-Commutativityخاصيت ) 2

[ ] [ ]fggf ,, −=  
   Jacobiخاصيت تساوي ) 3

hLLhLLhLad fggfg
f

−=  
hL براي . يك تابع اسكالر است xh)(كه 

ad
g

f

  .نيز مي توان نوشت  2

[ ] [ ]
hLLhLLLhLL

hLLLLLhLLhLLL

hLLhLLhgadLhL

g

adadadad

22

2

2

)(

fgffgf

ffggffggff

fff ggg
fgff

+−=

−−−=

−==

  

  
  تعريف 

) مـي نـاميم   Ωاين فضـا را  (تعريف شده است  nRبعدي  nبه فضاي  nRبعدي  nرا كه از فضاي  Φتابع 
diffeomorphism  مي گويند اگر هموار بوده و معكوس آن درΩ اگر . دوجود داشته باشΩ   تمام فضـاي

nR  باشد آنگاه)(xΦ  يكglobal diffeomorphism خوانده مي شود.  
  

 .را تشخيص داد  Φ(x)تابع  diffeomorphism  locallyبا استفاده از قضيه زير مي توان 

همـوار بـوده  و گراديـان   آن يعنـي     )   Rnبعـدي   nمتعلق بـه فضـاي   (  Ωدر ناحيه    Φ(x)اگر : قضيه 
Φ(x)∇    در نقطهx=x0    ) متعلق بهΩ   (  غير منفرد باشد، آنگاهΦ(x)   را در ناحيهΩ   به طور محلـي

diffeomorphism  مي گويند.  
را مي توان به عنوان تبديل يك سيستم غير خطي بـه يـك سيسـتم غيـر       diffeomorphism:  نكته 
  . و به همراه متغيرهاي حالت جديد نيز معرفي نمود رخطي ديگ

  
  براي سيستم ديناميكي شكل مقابل : مثال

)(
)()(

xhy
u

=
+= xgxfx  

  بدست آمده بعنوان متغيرهاي حالت جديد معرفي كنيم آنگاه  xΦ=Z)(را كه با تبديل  Zاگر 
))()().(().( uz xgxfxxx +Φ∇=Φ∇=  
   .ارائه كردبنابراين ميتوان نمايش متغيرهاي حالت جديد را به صورت زير 
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+= gf  

1)(قاعدتاً از تعريف  h∗و  f ،∗g∗ در تعيين توابع z−Φ=x     استفاده شده است پس اگـر تركيـب فضـاي
  است xΦ ،diffeomorphism)(حالت غيرخطي جديد معني داشته باشد، 

  
  به صورت زير باشد xΦ)(اگر تبديل  :مثال
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  به صورت زير خواهد بود xΦ)(آنگاه ماتريس ژاكوبين 
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ان يـك  بـه عنـو   xΦ)( ،غيـر منفـرد اسـت پـس طبـق قضـيه ارائـه شـده         )0,0(ماتريس فوق در نقطه 
diffeomorphism توجه به فرم ظاهري  در مبداء قابل قبول است، با)(xΦ∇  چنانچه بخواهيم ببينيم كه

به صورت زير بدست  Ωخود را حفظ مي كند ناحيه  diffeomorphismاين تابع در چه ناحيه اي ويژگي 
  مي آيد كه 

⎭
⎬
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⎩
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2
),,( 221

πxxx  

چرا كه اگر 
22
π

=x  يا
22
π

−=x  شود دترمينال)(xΦ∇    صفر شده و شرط قضيه برقـرار نخواهـد بـود .
  . است diffeomorphismبه صورت محلي  xΦ)(بنابراين تابع 

  
  FROBENIUSتئوري 

  .فيدبك نقش بسيار مهمي را دارا استاين تئوري در بحث خطي سازي 
شـد را  با اين تئوري شرائط لازم و كافي را براي آنكه يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئـي قابـل حـل   

  . بدست مي دهد
 متغيـر حالـت سـر    3به عنوان مثال فرض كنيد كه با يك سري مجموعه معادلات ديفرانسيل غيرخطي با 

  .صورت زير باشدو شكل معادلات به . وكار داريم
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123كه فرض ميشود توابع مختلف  ,, fff  123و ,, ggg  را به صورت  
[ ]Tggg 321=g          و[ ]Tfff 321=f  

انسيل با مشتقات جزئي جواب ري معادلات ديفيعن(  وجود داشته باشد xh)(آنگاه اگر . شده باشندتعريف 
}مي گوئيم مجموعه ميدان برداري  )داشته باشند }gf   .به طور كامل انتگرال پذير هستند ,
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   ؟حال اين سؤال مطرح است كه اصولاً چه موقع مجموعه معادلات ديفرانسيل فوق داراي جواب هستند

  Frobeniusشرط 
هستند، وجود داشته باشند به    3xو  1x  ،2xكه هر دو تابعي از   2αو   1αي همچون اگر توابع اسكالر

]*                :                                        نحوي كه روابط روبرو برقرار باشند ] gfgf 21, αα +=  
),,(آنگاه پاسخ  321 xxxh  وجود خواهد داشت.  

  
و  f، ميدان هاي بـرداري   Lie bracketرابطه فوق را در حقيقت اينگونه توصيف مي كنيم كه اگر بتوان 

g   را به صورت تركيب خطي از توابعf  وg  وليه داراي پاسـخ  نوشت آنگاه معادله ديفرانسيل ا)(xh   خواهـد
} بود و بنابراين مجموعه ميدان برداري  }gf منظـور از انتگـرال پـذير بـودن     . ( به طور كامل انتگرال پذيرند ,

  )قابليت جمع شدن اين دو ميدان برداري در كنار يكديگر است
}بر روي مجموعه   involutivelyشرط فوق اصطلاحا به شرط  }gf   .معروف است ,

  
  .در ساختار عمومي اش به صورت زير بيان مي گردد Frobeniusبر اساس بحث هاي فوق قضيه 

}مجموعه ميدان هاي برداري مستقل خطي :  تعريف }mfff ...,,........., تعريف  Rnكه بر روي فضاي  21
1)(تابع اسكالر به صورت   n-mد اگر شده اند را كاملا انتگرال پذير مي گوين xh ،)(2 xh  ،............ و)(xmnh −  

  يل با مشتقات جزئي زيرسوجود داشته باشند به گونه اي كه در معادلات ديفران
                                                                    0=∇ ji fh  

  .صدق كنند
mniدر روابط فوق  mjو  1≥≥−   .ها مستقل خطي هستند ∇ihتغيير كرده و  1≥≥

  
}يك مجموعه از ميدان هاي برداري مستقل خطي :  تعريف }mfff ...,,........., مي   involtiveرا   21
تعريف شده اند، به نحوي وجود داشته باشند  Rبه  Rnكه از فضاي   ijkαر و فقط اگر توابع اسكالر گويند اگ

  .كه رابطه زير برقرار باشد

[ ] ji
m

k
ijk ,)()(,

1

∀= ∑
=

                    (x)fxxff kji α  

  
  :چند نكته 

  .آن ها صفر است Lie bracketهستند، چرا كه   involutiveميدان هاي برداري ثابت همواره  )1
]دليل آنكه به  )2 ] 0, =ff  است لذا يك ميدان برداري با خودشinvolutive است.  

  
   Frobeniusتعريفي ديگر براي قضيه 

mfffاگر ميدان برداري  ...,,........., مستقل خطي از يكديگر باشند، آنگاه اگر و فقط اگر ميدان هاي فوق با  21
  .امل انتگرال پذير هستندباشند، به طور ك involutive  يكديگر 
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  .يل با مشتقات جزئي زير توجه كنيدانسبه مجموعه معادلات ديفر: مثال 
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  آيا مي توان پاسخي براي معادله ديفرانسيل فوق بدست آورد؟
  :پاسخ
   .ميدان هاي برداري را به شكل زير تعريف مي كنيم نخست

[ ]32
2
312 23f xxxx ]و                             =−− ]014 31 −= xf  

}اگر مجموعه ميدان برداري  }2,ff1  ،involutive   باشند  پس حتما پاسخي براي)(xh   وجود خواهد
  .را مي يابيم  f2و  f1، ميدان هاي برداري  Lie bracketنابراين ب. داشت
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  :مي توان نشان داد كه 
                                                                                              [ ] 2121 f0f3f,f ×+×−=  

  .بوده و لذا معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي قابل حل هستند  involutiveپس ميدان هاي برداري 
حالت سيستمهاي مختلف استفاده  - از مباحث رياضي بخش هاي قبل مي توان در بحث خطي سازي ورودي

  .كرد
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