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سیستم های تطبیقی مدل مرجع    
 (Model Reference Adaptive Systems)

علی خاکی صدیق  
گروه کنترل

1385آذر 

    :ایده کلی 
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کنترل کننده فرایند

مکانیزم
تطابق

مدل
مرجع

عملکرد سیستم
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پارامترهای کنترل کننده  
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: حلقه کنترلی  2 
حلقه داخلی   -                                       
حلقه خارجی   -                                       

Adaptation Mechanismمکانیزم تطابق یا  : مساله اصلی    

Stable MRAS                               

Robust MRAS       

:MRASسه روند اساسی تحلیل و طراحی  •

روش گرادیان 
 روش لیاپانوف

       Passivity روش 

• STR یا MRAS   ؟
 نخستین کاربردها و تجربیات    •

روشهای مبتنی بر
نظریه پایداری 
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(MIT Rule)  روش گرادیان

خطای بین خروجی    تغییر پارامترهای رگلاتور به گونه ای که     :   ایده کلی  •
.    به صفر میل کندفرایند و خروجی مدل مرجع     

:  معیار عملکرد •

(MIT Rule)

21( )
2

J e

d J ee
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θ

θ γ γ
θ θ
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∂ ∂
⇒ = − = −

∂ ∂

تغییر پارامترها در
 جهت گرادیان منفی 

مشتقات حساسیت
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 سیستم های خطی کلی•
مدل سیستم    

 مدل مرجع  

 رگلاتور 

 سیستم حلقه بسته   

 خطا  
,
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برای به دست آوردن قانون تنظیم پارامتر باید مشتقات حساسیت        •
: را تعیین کرد ) مشتقات نسبی خطا نسبت به پارامترهای رگلاتور    (

: مشتقات حساسیت   

 استفاده از تقریب    لذا   محاسبه مشتقات ؟      لذا سیستم نامعلوم      
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∂
= − = − = =
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∂
= − = − = =

∂ + +

∂
=

∂ +
                                       1, , , degi m m T= =

: یک تقریب

برای سیستم های می نیمم فاز       . با وجود      باز هم غیر قابل تحقق است    
ی  تمام صفرها حذف می شوند و               تنها دانستن علامت     کاف               

: بهره     را می توان در بهره تطابق جذب کرد       . است 

 می توان برای   RLSاز   . سیستم می نیمم فاز با علامت معلوم بهره      :  فرضیات
.  تخمین پارامترهای سیستم استفاده کرد    
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 با روش گرادیان    MRAS:   مثال•
: فرایند

: مدل مرجع 

: کنترل

: سیستم حلقه بسته   

: پارامترهای کنترل 

0
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:ضرایب حساسیت  

:با تقریبMITقاعده 

:بنابراین
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=
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: هم چنین

:بنابراین

2
0 0

2 2 2 2
0 1 0 0 2 0 1

0
2 2

1 0 0 2 0 1

0
2 2

1 2

= =
[ ( ) ( )]

                         =
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: هم چنین

:بنابراین

2
01

3 3 2 2
1 1 0 0 2 0 1

3 2
1 2

= =
[ ( ) ( )]

1                        

                         

c

m m

fbdq ee e u
dt q s a b q s a b q

e y
s a s a

γ γ

γ

−∂
− −

∂ + + + +

≈
+ +

1
3 2

1 2

1=
m m

dq e y
dt s a s a

γ
+ +



11

  خطای سیستم تطبیقی و همگرایی پارامترها          •
  مثال

0

0

2 0

System:                        

Model Reference:        

Controller:                   

Error:                           ( )

dMIT Rule:                   ( )
d

             

m c
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=

=

=
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Hence,                          ( ) ( )( (0) ) 0
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t c
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−

−
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∫

بهره تطابقتعیین و تحلیل    •
: برای تطابق بهره با تابع تبدیل معلوم و پایدار داریم     

 سیستم عبارت است از    معادله پارامتر   لذا  

بهره تطابق است و تعیین اثر   معادله دیفرانسیل تغییر پذیر با زمان   که یک  
. در حالت کلی بسیار دشوار است       
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( ( ) )

     ( ( ) )

( ( ) )

m m

m c m

m c m

d y kG p u y
dt
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d y kG p u y
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θ γ

γ θ γ

θ γ θ γ

= − −

= − +

+ =
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:طرح آزمایش 
                                      ثابت                       

             تطابق خاموش و با رسیدن به حالت ماندگار         
.                دوباره راه اندازی می شود            

, cuθ

2( ( ) ) ( )o o o
m c m

d y u kG p y
dt
θ γ θ γ+ =

معادله دیفرانسیل خطی تغییرناپذیر با زمان   

پایداری 

کند تعمیم به حالتی که      به کندی نسبت به دینامیک         تغییر می           

( ) 0
( ) 0

o o
m cs y u kG s

s G s
γ
µ

+ =
+ =

cu( )G s

تعیین رفتار صفرهای معادله با رسم مکان   
ریشه به ازا تغییرات این پارامتر امکان پذیر است       
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صفر سیستم بیش از یک باشد و     -اگر تفاضل قطب  :  نکته مهم•

.  خواهد شد    ناپایدار خیلی بزرگ باشد سیستم     
 

 or   o
cuµ γ→
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الگوریتم های نرمالیزه شده  :     رفع اشکال    •

: معادله مشخصه سیستم حلقه بسته با قانون جدید         
Normalized MIT Rule:   

MIT Rule:                       ,     

           ( ) 0   

,      0

o o
c
To
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d e
dt

d ee
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us kG s

θ γφ φ
θ
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∂
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+

>

∂
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=
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 بر اساس  (MRAS)سیستم های تطبیقی مدل مرجع
 نظریه پایداری لیاپانوف

 مکانیزم تطابق :تفاوت اصلی با روش قبل   •
Stable MRAS: روش های نسل دوم سیستم های تطبیقی    •
 روش دوم لیاپانوف•
بر اساس نظریه پایداری لیاپانوف      MRASطراحی    •

طراحی بر اساس فضای حالت   -                          
 در دسترس بودن متغیرهای حالت   -                          
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یک مثال و ایده کلی  •

0 0

System:                        

Model Reference:        

Controller:                   ( ) ( ) ( )

Error:                           ( ) ( ) ( )

Error Dynamics:      
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اگر

مقادیر مطلوب خود باشند آنگاه    

. و ردیابی انجام خواهد شد      

ر مکانیزم تطابقی برای پارامترها طراحی کنید که آنها را به سمت مقادی        
. مطلوب میل دهد  

0 0,

( ) 0

m mb a

e
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t

b
−

=

→

=

: تعریف یک تابع لیاپانف    

: داریم  .   به نقطه تعادل توجه کنید    

: به روز کردن پارامترها به صورت 

 

2 2 2
0 0 0 0

0 0
0 0

2 0

0

0
0 0

1 1 1( , , ) [ ( ) ( ) ]
2

1 1( ) ( )

       
1 1     ( )[ ] ( )[ ]

                                     

m m

m m

m m m c

V e t s e bs a a bt b
b b

ds dtdV dee bs a a bt b
dt dt dt dt
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: می دهد 

.    یک تابع منفی نیمه معین است   
.   برای          یک تابع کاهشی است       

:  داریم  

از آنجاییکه      و        کران دارند لذا       

dV
dt

0e ≠

2
m

dV a e
dt

= −

2

2 2 m
d V dea e
dt dt

= −

ede
dt

. ازاینرو             و سیستم پایدار است        

همگرایی پارامترها ؟   
  :قانون تطابق

2

2

d V
dt

< ∞

0e →

d e
dt
θ γφ=

بردار پارامترها

Lyapunovcu
y
− 

= → 
 M1 ITc

m

u
yp a
− 

= → +  
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 با روش لیاپانوف    MRAS:   مثال دیگر •
: فرایند

: مدل مرجع 

: کنترل

: سیستم حلقه بسته   

: پارامترهای کنترل 
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: خطای سیستم تطبیقی   

:خطای پارامترها 

: داریم 

0 0

1 1 0 0 1

2 2 0 1 2

1 0 0 2 0 1 0

1 2 0

( ) ( )
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:  به دست می آوریم   دینامیک خطا  لذا برای  

: تابع لیاپانوف

: لذا 

1 2 0 1 2

2
2 2 22
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: یمبرای آن که مشتق تابع لیاپانوف منفی نیمه معین باشد باید داشته باش      

. معلوم بودن علامت ضریب    
  Stability Global Asymptotic و نه Global Stability   تنها

. تضمین شده است  
.  شرایط همگرایی پارامترها  

0
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1
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1 1 0 0
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2
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0 0
2 1
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(0)
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b

q e y dt q
b
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a e y q e ydt q
b
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γγ

γγ

= −= − ⇒

= ⇒

=

+

⇒

= +

= +

∫

∫

∫

i i

i i

i

i ii

i ii

 سیستم های فضای حالت•

  MRAS    پایدار برای سیستم های خطی کلی  :
 تعیین ساختار کنترل    -             
 تعیین معادله خطا   -            
 تعیین تابع لیاپانوف و کاربرد آن درتعیین قانون تطبیق پارامترها    -            

 تحلیل و طراحی در حوزه فضای حالت     
رویتگرهای تطبیقی   
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: سیستم 

: مدل مرجع 

: کنترل

: حلقه بسته
( ) ( ) ( )

m m m m c

c

c c c c

x Ax Bu

x A x B u

u Mu Lx

x A BL x BMu A x B uθ θ

= +

= +

= −

= − + = +

i

i

i

0 at mB θ θ=0 at mA θ θ=

معادله خطا  •

تابع لیاپانوف 

0

0 0

( ) ( )
( ( ) ) ( ( ) )

( )

1( , ) ( ( ) ( ))
2

m

m m m m c

m m m c

m c m c m c

m

T T

m

e x x

e x x Ax Bu A x B u

e A e A A BL x BM B u
A e A A x B B u

A e

V e e Pe

A x

θ θ

θ θ

θ γ θ θ θ θ

±

= −

⇒ = − = + − −
⇒

= + − − + −
= + − + −

= +Ψ −

= + − −

i i i

i

PD ماتریس
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: لذا 

که در آن 

با انتخاب

داریم  

0 0

0

( , ) 1 ( ) ( )
2
1               ( ) ( )
2

   is PD and        =

( , ) 1
2

         

T T T T

T T T

T
m m

T

T

dV e de Qe Pe
dt dt

de Qe Pe
d

d Pe

t

Q A P PA Q

dV e e Q

d

e
dt

t

θ θγ γ θ θ θ θ

θγ θ θ γ

θ

θ γ

γ

= − + − Ψ + −

= − + − + Ψ

+ −

= −

= − Ψ

)تطابق بهره پیشرو   (مثال •
0

0

2

( )( )
Let,                      ( , , ) ( )

( )
     

If   is stable, ,   s.t.         
Lyapunov Function:

1                   ( ( ) )
2

(
2

c

c

T

T o

T
T

e G p u
A B C G s

x Ax B u
e Cx

x Ax P Q A P PA Q

V x Px

dV x Px x P
dt

θ θ
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γ θ θ

γ

= −
↔

⇒ = + −
=

= ∃ + = −

= + −

⇒ = +

i
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i

?
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2

                                                                      ( )      

To T o

o

c

T
c

d u B Px
dt

d u B Px
d

x Q

t

d x x
dt

θθ γθ θ θ θ

θ

γ

θ γ θ

+ − = − +

−

−

→

+

⇒ =

i
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 فیدبک خروجی    •
: اگر داشته باشیم   

چه شرایطی برای وجود ماتریس     بایستی برقرار باشد؟        
بودن سیستم      SPR (Strictly Positive Real) ایده  

c

T

T

B P C
B Px C
d
d

x

t

e

u eθ γ

=

⇒ = =

= −⇒

P

Positive Real (PR) TFN  توابع تبدیل حقیقی مثبت        تعریف    •

: گویند اگر  حقیقی مثبت   بع تبدیل گویای          با ضرایب حقیقی را        تا    

 اگر               برای یک        (SPR) می نامند   اکیدا حقیقی مثبت   و آن را 
. حقیقی مثبت باشد  

مثال 

( )G s

( )G s ε−

Re ( ) 0          for     0G s s≥ ≥

0ε ≥

1( )    is  SPR
1

1( )         is  PR but not SPR

G s
s

G s
s

=
+

=
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      KALMAN-YAKUBOVICHلم   •
زیر را در نظر بگیرید می نیمال  LTIسیستم   

  است اگر و فقط اگر    SPRتابع تبدیل متناظر سیستم                  

x Ax Bu
y Cx
= +
=

i

T

T

A P PA Q
and
B P C

+ = −

=

( )G s

 با استفاده از قاعده لیاپانوف    MRASقضیه  •
بودن سیستم قاعده      اکیدا حقیقی مثبت     در مساله تطابق بهره با فرض   

تطابق پارامتر زیر

  :خطای خروجی در معادله زیر به صفر میل می کند       
                    0c

d u e
dt
θ γ γ= − >

0( )
     

cx Ax B u
e Cx

θ θ= + −
=

i
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MIT  قاعده•

    Lyapunovقاعده    •

 PIتنظیم  •
 قواعد تنظیم از نوع رگلاتورهای انتگرال      

 پارامترها خروجی انتگرل گیر    

انتگرالی +  قوانین تنظیم تناسبی   

 تطابق سریعتر

                   c
d u e
dt
θ γ= −

1 0

2

2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1(     ) +      a PR TFN

t

c c

H s

t u t e t u e d

s

θ γ γ τ τ τ

γ γ⇒ =

= − − ∫
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:دو نگاه سیستمی •
دیدگاه داخلی یا فضای حالت  -                       
خروجی - دیدگاه خارجی یا جعبه سیاه ورودی  -                       

:دو روش کلی تحلیل پایداری   •
 روش لیاپانوف-                       
 روش ورودی خروجی     -                       

 بر اساس (MRAS)سیستم های تطبیقی مدل مرجع
   BIBOنظریه پایداری 

 دیدگاه اپراتوری سیستم های دینامیکی    •

2

0

( )

sup ( )
t

u u t dt

or
u u t

∞

−∞

≤ ≤∞

=

=

∫

:S X X→سیستم

فضای نرم دار

انتخاب نرم؟

سیگنال های مورد
استفاده در کنترل؟ 
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سیگنال برش داده شده    •

فضای بسط داده شده     •

 بهره سیستم غیر خطی   •

( )            0
( )

0                       T

x t t T
x t

t T
≤ ≤

=  >

{ }
If  is a normed linear subspace of ,  then the extended space

  is the set  for some fixed 0e T

X Y

X x Y x X T∈ ∈ >

( ) sup
eu x

Su
S

u
γ

∈
=

:  بهره سیستم غیر خطی کوچکترین مقداری است که        

چند مثال

( )      for all eSu S u u xγ≤ ∈
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 (The Small Gain Theorem) قضیه بهره کوچک 

است اگر بهره آن   (BIBO)خروجی   -   سیستم پایدار ورودی     تعریف•
. کراندار باشد 

 است BIBO سیستم حلقه بسته زیر پایدار       قضیه•

 اگر 

و بهره آن کمتر از مقدار زیر است  

2γ

1γ

1

1 21
γγ
γ γ

=
−

1 2 1γ γ <

 بهره

 بهره

(Passivity) پسیو بودن    

 خروجی   -ایده پایداری دیگر بر اساس دیدگاه ورودی       •
 (Energy Dissipation)پسیو بودن فرموله سازی مجردی از اتلاف انرژی        •

سیستم های الکتریکی   •
سیستم های مکانیکی  •
سیستم های خطی و غیر خطی      •
ارایه یک معیار کلی پایداری        •
•Lyapunov          Passivity      
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ضرب داخلی   •

:  ایده فاز برای ورودی داده شده     •
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
T

x y x s y s ds x s y s ds
∞

= =∫ ∫

cos
y u Hu u
u y u Hu

ϕ = =

تعریف •

 است اگر   Passiveسیستم   یا 

2 2
π πϕ− ≤ ≤
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 توابع حقیقی مثبت       

PR or SPR TFNs  ایده پسیو بودن در سیستم های خطی مرتبط با       •

است   Passive or Dissipative or PRتابع تبدیل سیستم خطی     •
اگر

SPR تابع تبدیل •

پایدار   SPRسیستم های پسیو را می توان با جبرانسازهای         :   نکته•
  زیرا. مقاوم کرد  

arg ( ) ,     for all Re 0
2 2

G s sπ π
− ≤ ≤ ≥

arg ( ) ( ) ,     for all Re 0C s G s sπ π− ≤ ≤ ≥

 : سرعت  و خروجی    نیرو سیستم جرم و فنر با ورودی      مثال •

  حقیقی مثبت بودن؟   )  اکیدا ( یاکوبویج دیگر شرایط    -علاوه بر لم کالمن    •

2

Let,   ,
Then,        Mechanical Power=

( )And,     ( )      is PR N
(

 T
)

F

M x kx F

u F y x
uy

V s sG s
F s Ms k

= − +

= =

= =
+

ii

i
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Passivity قضیه •

سیستم زیر 

 که در آن 

.    است  BIBOپایدار  

1

2

   Output Strictly      
       

Passive
Pas sive

H
H



40

  کاربرد در سیستم های تطبیقی پایدار

  تطابق بهره پیشرومثال•

شرط پایداری

پایدار لیاپانوف 
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رسم مجدد   

: مقایسه کنید با 

م  اگر    تابع انتگرال پذیر مربعی و           مثبت حقیقی آنگاه سیست            لم•
داده شده با   

.  پسیو است  
اثبات 

r( )G s

( ( ) )y r G p ru=

0 0

0

( ) ( ) [ ( ) ( )][ ( ) ]( )

                                    ( )[ ( ) ]( )

y u y u d u r G p ru d

w G p w d w Gw

τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

∞ ∞

∞

= =

= =

∫ ∫
∫
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: نگاه مجدد•

.  است پایدار لذا سیستم حلقه بسته     

 است و با توجه    PRتابع تبدیل انتگرالی   
 است  سیو به لم قبل سیستم غیر خطی پ 

   SPR+Properتابع تبدیل سیستم   
 است OSP و ورودی مرجع کراندار است و لذا   

 قواعد تنظیم پایدار    قضیه پسیویتی راه آسانی برای تولید       :نتیجه مهم  •
اگر جبرانسازی سری با سیستم معرفی شود که         . فراهم می کند   

:  توجه کنید که    .  خواهد بود   پایدار سیستم حلقه بسته    

0   Posit( )    ive Re  to        ( ) ( )     

( )(

al

) ( )
)( (

( )
)

c

c

e t u t

c sG s b sG s
a sb s

θ θ−

=
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شمای کلی
جبران سازی

!درجه نسبی بزرگتر از یک    :   یک مشکل •
(Error Augmentation)خطای افزوده شده    :   راه حل •



44

) پایداری با استفاده از خطای افزوده شده      (قضیه •

: سیستم تطبیقی مدل مرجع برای تطبیق بهره با     

 باشد و  PEسیستم حلقه بسته ای می دهد که                     و اگر                      
.     تابع     می نیمم فاز باشد آنگاه                                   

1 2   1

2

1 2

  (     SPR and BIBO Inverse Stable)
Then,

                 = ( )

Where,
                     ( ) ( )              
 

c

c c

G G G G

d G u
dt

e G G u G u

θ γε

ε θ θ

=

−

= + −

lim ( ) 0
t
e t

→∞
→cu

2G
0lim ( ) 0

t
θ θ

→∞
− →
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 MRAS   با فیدبک خروجی بر اساس نظریه       پایدار Passivity

طراحی برای سیستم های خطی کلی تک ورودی تک خروجی             •
:    سه مرحله کلی طراحی      •

 ساختار کنترلی پیدا کنید که دنبال روندگی ایده ال مدل را                 1مرحله          
. برای سیستم تضمین کند   

تعیین مدل خطا      2مرحله         

SPRقانون تنظیم پارامتر با قانون     3مرحله         

0
1( )[ ( )( )]TG p tε φ θ θ= −

تابع تبدیل پارامترهای صحیح  پارامترهای واقعی  
SPR

            or                 T

d d
dt dt
θ θ φεγφε γ

α φ φ
= =

+

   SISO-MP سیستم •

 مدل مرجع  •

 ساختار رگلاتور   •

0

and,
Ay Bu

B b B +

=

=

m m m cA y B u=

بهره لحظه ای  

تکین و پایدار  

1 0

1 0

      

 /     
and

c

o m

o m

Ru Tu Sy

R R B T A B b

AR b S A A

+

= −

= =

+ =
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 مدل خطا   •

معادله مدل می دهد     

لذا 

و

1 0 1 0 0 ( )o mA A y AR y b Sy R Bu b Sy b Ru Sy= + = + = +

0o m m o m c cA A y A B u b Tu= =

0( ) ( )o m o m m cA A e A A y y b Ru Sy Tu= − = + −

0 ( )c
o m

be Ru Sy Tu
A A

= + −

 نیست SPRتابع تبدیل  

 خطای فیلتر شده   

لذا 

( )f m
Q Qe e y y
P P

= = −

0

o m

b Q
A A

 است SPRتابع تبدیل  

0 ( )f c
o m

b Q R S Te u y u
A A P P P

= + −
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   با 

داریم  

و لذا  

توجه کنید که    

1 2 2,deg deg  and MonicP PP P R= =

2 2 2

1 2 1

1R R P P R P
P PP P P

− + −
= = +

deg ,deg ,degT m S l R k= = =

0 2

1

1( )f c
o m

b Q R P S Te u u y u
A A P P P P

−
= + + −

با تعریف •

داریم  

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k l m
T

c c
p p pu u y y u u
P p P p P p P p P p P p

φ
− 

= − − 
 

00

1

1( )T
f

o m

b Qe u
A A P

φ θ= +

0 ' '
1 0 0

T

k l mr r s s t tθ  =  

ورودی فیلتر شده خروجی فیلتر شدهورودی مرجع فیلتر شده 
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 قانون کنترل  •

لذا قانون کنترل قابل تحقق   

با این کنترل داریم    

0 0 0
1 1 1( ) (( ) ) ( ) ( )T T Tu P P Pφ θ θ φ θ φ= − = − = −

00
1

1

00
1

1

1( ( ))

1( ( ) )

T T
f

o m

T T T T

o m

b Qe P
A A P

b Q P
A A P

φ θ θ φ

φ θ φ θ θ φ φ θ

= −

= − − +

چند جمله ای در اپراتور دیفرانسیلی     

1( ) ( )Tu Pθ φ= −

با تعریف 

و

: محاسبه خطای افزوده شده    

1
1 1

1 1( ) ( )T T TP u
P P

η θ φ φ θ φ θ= − = − +

00 0 ( )T
f

o m o m

b Q b Qe
A A A A

ε η φ θ θ= + = خطای افزوده شده−
Augmented Error

 است SPRتابع تبدیل  

0( )m
o m

b QQ y y
P A A

ε η= − +
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:پایداری حلقه بسته   •

. اطلاع از      برای محاسبه         لازم است           •
: اگر     نامعلوم باشد می توان آن را تخمیین زد       •

: تعریف کنید 

0     signals are bounded is SPR   and 
o m

b Q
A A

φ

ε 0b
0b

00

1

0
0

1

1( )

1( )

T
f

o m

T

o m o m

b Qe u
A A P
Q Qb u
A A P A A

φ θ

φ θ

= +

= +

0
0 ( )T

f f fe b u φ θ= +

تخمیین زننده های ساده گرادیانی    

که در آن  

'
0

0

ˆ

ˆ
( )

f P f P

T
f f P

d b
dt
db u
dt

θ γ φ ε γφ ε

γ φ θ ε

= =

= +

0̂ˆ= = ( )T
f f f f f fe e e b uε φ θ− − +

خطای  پیش بینی  
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MRAS تحقق   •
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 پارامترهای طراحی   •
مدل مرجع   

چندجمله ای رویتگر   
درجه چند جمله ای های رگلاتور       

 چند جمله ای های   

 اطلاعات قبلی لازم •
 علامت  

می نیمم فاز بودن سیستم     
درجه نسبی سیستم    

 مرتبه سیستم 

1 2, ,Q P P

0b
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  نتیجه گیری

    MRAS  آشنایی با ایده های    
MRAS روش گرادیان در طراحی      

پایدار   MRAS روش لیاپانوف در طراحی      
پایدار  MRAS ایده پسیویتی در طراحی       

 خطای افزوده شده   
STRو   MRASمقایسه  


