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کارگیری به با سپس نموده، معرفͬ را τ٠-متر و τ-تابع MT-تابع، مفاهیم نخست ما پایان�نامه، این در
اثبات غیرخطͬ مجموعه-مقدار انقباضͬ نͽاشت�های برای جدیدی ثابت نقطه قضایای مفاهیم، این

مͬ�کنیم.
که جدیدی، ثابت نقطه قضایای و نموده معرفͬ را مجموعه-مقدار مستعد نͽاشت�های رده�ی سپس
انقباضͬ نͽاشت�های برای ٢ چاترجͬ ثابت نقطه قضیه و ١ کنان ثابت نقطه قضیه از گسترش�هایͬ

مͬ�کنیم. اثبات نͽاشت�هایͬ چنین برای هستند، کامل متری فضاهای در غیرخطͬ مجموعه-مقدار
نͽاشت�های از گسترشͬ واقع در که را متری فضاهای در پنهان جهت انقباض�های مفهوم همچنین،
انواع برای یافته تعمیم تقریبͬ ثابت نقطه خاصیت وجود مͬ�کنیم. معرفͬ است، ͷکلاسی انقباضͬ

مͬ�شود. داده نشان نیز غیرخطͬ انقباضͬ نͽاشت�های مختلف
نتایج مͬ�دهیم نشان پنهان، جهت انقباضͬ نͽاشت�های برای جدید ثابت نقطه قضایای اثبات با سپس
باز مسئله�ی به جزئͬ پاسخͬ ما، جديد نتایج داد. گسترش و بخشید بهبود مͬ�توان را قبلͬ شده�ی شناخته
میزوگوچͬ- ثابت نقطه قضیه و ۴ برایند-برایند ثابت نقطه قضیه از جدید گسترش�هایͬ و مͬ�دهد ٣ رایش

مͬ�دهد. دست به ۵ تاکاهاشͬ
فضاهای در مجموعه-مقدار نͽاشت�های برای ثابت نقطه و انطباق نقطه وجود برای قضیه چند نهایت در

مͬ�کنیم. اثبات کامل متری

ثابت نقطه قضیه کنان، ثابت نقطه قضیه τ٠-متر، τ-تابع، MT-تابع، ثابت، نقطه : کلیدی کلمات
میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ ثابت نقطه قضیه تقریبͬ، ثابت نقطه خاصیت پنهان، جهت انقباض چاترجͬ،

انطباق. نقطه یافته، تعمیم برایند-برایند ثابت نقطه قضیه یافته، تعمیم
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مقدمه

مناسب موضوع ͷی عنوان به و است ریاضیات در رشته�ای میان شاخه�های از ͬͺی ثابت، نقطه نظریه
جهات در که مͬ�شود محسوب غیرخطͬ آنالیز از یافته رشد شاخه�ی ͷی کاربردی، و محض ریاضͬ در

دارد. علوم سایر همچنین و ریاضیات خود در فراوانͬ کاربردهای و یافته گسترش مختلفͬ
صورت در آن کردن پیدا ثابت، نقطه وجود از: عبارتند که مͬ�باشد عمده مسئله�ی سه دارای نظریه این
،ͷتوپولوژی فضاهای در شاخه زیر سه دارای همچنین نظریه این ثابت. نقاط مجموعه�ی ساختار و وجود

است. گسسته و متری فضاهای
قضیه�های ترتیب به ٣ ͬͺتارس ثابت نقطه قضیه و ٢ باناخ انقباضͬ اصل ، ١ براور ثابت نقطه قضیه

مͬ�شوند. محسوب شاخه�ها این از ͷی هر آغاز نقطه�ی و بنیادی
متمرکز متری فضاهای در انقباضͬ نͽاشت�های برای ثابت، نقطه نظریه مبحث بر پایان�نامه این موضوع

است.
است. شده تدوین فصل پنج در پایان�نامه این

پرداخته�ایم. نیاز پیش قضیه�های و لم� مقدماتͬ، تعاریف بیان به اول فصل در
و τ-تابع مفاهیم سپس مͬ�کنیم. بیان را آن خصوصیات و MT-تابع تعریف نخست دوم فصل در
مفاهیم، این کارگیری به با مͬ�کنیم. معرفͬ متر مفهوم از جدیدی گسترش�های عنوان به را τ٠-متر

و کنان ، ۴ نادلر میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ، برایند-برایند، ثابت نقطه قضایای از جدیدی گسترش�های
مͬ�آوریم. دست به کامل، متری فضاهای در غیرخطͬ مجموعه-مقدار انقباضͬ نͽاشت�های برای چاترجͬ
معرفͬ را مجموعه-مقدار مستعد نͽاشت�های رده�ی ابتدا است، [١۴] مرجع از برگرفته كه سوم، فصل در
برای چاترجͬ و کنان ثابت نقطه قضایای از گسترش�هایͬ که جدیدی ثابت نقطه قضایای سپس و نموده
اثبات نͽاشت�هایͬ چنین برای هستند، کامل متری فضاهای در غیرخطͬ مجموعه-مقدار نͽاشت�های

مͬ�کنیم.
ثابت نقطه نظریه گسترش منظور به شده�اند، گرفته [١٢] مرجع از آن مطالب كه چهارم، فصل در
از گسترشͬ واقع در که متری، فضاهای در پنهان جهت انقباضͬ نͽاشت�های مفهوم نخست متری،
برای جدید ثابت نقطه قضایای اثبات با و مͬ�کنیم معرفͬ است، ͷکلاسی نوع انقباضͬ نͽاشت�های
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۴ مقدمه

مͬ�کنیم. ارائه میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ و برایند-برایند ثابت نقطه قضیه از گسترش�هایͬ نͽاشت�هایͬ، چنین
نیز غیرخطͬ انقباضͬ نͽاشت�های مختلف انواع برای یافته تعمیم تقریبͬ ثابت نقطه خاصیت همچنین
اثبات رایش نوع نͽاشت�های برای را تقریبͬ ثابت نقطه خاصیت وجود ما نتایج است. شده داده نشان

مͬ�دهد. رایش باز مسئله�ی به جزئͬ پاسخͬ و مͬ�کند
مجموعه-مقدار نͽاشت�های برای ثابت نقطه و انطباق نقطه وجود برای قضیه چند اثبات پنجم فصل در

است. گرفته قرار مطالعه مورد [١١] در کامل متری فضاهای در
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۶ نماد�ها فهرست

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اجتماع ∪

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت صحیح اعداد مجموعه�ی N

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله�ها باناخ فضای l∞

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر به همͽرا τn τn → ٠

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گويا اعداد مجموعه�ی Q

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . T گراف Gr(T )

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . به نیست متعلق /∈

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معادل ≡

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع ∑
۴۶. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم min

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x بجز X مجموعه�ی X \ {x}

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r شعاع و x مرکز به بسته گوی B(x, r)

٨٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (g, T ) انطباق نقاط مجموعه�ی COP(g, T )
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١ فصل

اوليه تعاريف و مفاهيم

مͬ�پردازیم. است، بعدی فصل�های برای نیازی پیش که مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به فصل این در

متری فضاهای ١.١

ͷی را d باشد. تابع ͷی d : X ×X → R و ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنید فرض [٢٠] .١.١.١ تعریف
،x ،y ،z ∈ X هر ازای به هرگاه نامیم X روی متر

.x = y اگر تنها و اگر ��d(x, y) = ٠ و d(x, y) > ٠ (الف)

.d(x, y) = d(y, x) (ب)

مثلثͬ) (نامساوی .d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (ج)

نامیم. متری فضای ͷی را (X, d) آن�گاه باشد، X روی متر ͷی d اگر
تابع همان با متری فضایͬ خود ،X متری فضای از L مجموعه�ی زیر هر که است مهم امر این به توجه

مͬ�باشد. متر
N ∈ N ،ε > ٠ هر ازای به هرگاه نامیم کوشͬ دنباله�ی ͷی را (X, d) متری فضای در {xn}n∈N دنباله�ی

.d(xn, xm) < ε باشیم داشته m ،n ≥ N هر ازای به که باشد موجود
باشد. همͽرا X در کوشͬ، دنباله�ی هر هرگاه نامیم کامل متری فضای ͷی را (X, d)

مجموعه�های زیر همه�ی شامل مجموعه�ی P(X) و مجموعه ͷی X کنید فرض [٢٠] .٢.١.١ تعریف
باشد: برقرار زیر خواص هرگاه نامیم X روی توپولوژی ͷی را τ ⊆ P(X) باشد. X

.∅ ،X ∈ τ (الف)
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٨ اوليه تعاريف و مفاهيم .١

باشد. τ از عضوی ،τ عناصر از گردایه زیر هر اجتماع (ب)

باشد. τ از عضوی ،τ عناصر از متناهͬ گردایه هر اشتراک (ج)

نامیم. باز مجموعه�های را τ اعضای مͬ�شود. نامیده ͷتوپولوژی فضای ͷی τ توپولوژی با X مجموعه�ی

گوی�های اجتماع�های همه�ی گردایه را X روی τ توپولوژی اگر باشد. متری فضای ͷی X فرضکنید
این که گوییم و مͬ�شود نامیده متری فضای روی معمولͬ توپولوژی τ آن�گاه بͽیریم، نظر در X باز
ͷی متری فضای هر واقع، در مͬ�باشند. فضا روی متر توسط شده تولید باز مجموعه�های مجموعه�ها،

مͬ�باشد. ͷتوپولوژی فضای

مجزای نقاط جفت هر یعنͬ مͬ�باشد، نیز هاوسدورف که X ͷتوپولوژی فضای [٢٩] .٣.١.١ تعریف
زیر دو برای که صورتͬ در گویند نرمال فضای ͷی را باشند، داشته مجزا همسایͽͬ�هایͬ شده داده
قسمͬ به باشند موجود V و U مانند هم از جدا باز مجموعه�های ،B و A هم از جدا و بسته مجموعه�ی

.B ⊆ V و A ⊆ U که

است. نرمال فضای ͷی متری فضای هر [٢٩] .۴.١.١ قضیه

صورت این در باشد. باز U ⊆ X و A ⊆ X متری، فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢۵] .۵.١.١ لم
U ∩A ⊆ U ∩A,

.U ∩A = ∅ آن�گاه ،U ∩A = ∅ اگر بنابراین،

f(x) = d(x,A) ضابطه�ی با f : X → R تابع آن�گاه باشد، متری فضای ͷی (X, d) اگر [٢۵] .۶.١.١ لم
ضابطه�ی با f : X → R تابع آن�گاه باشد، A از نقطه�ای a ∈ A اگر خاص، حالت در است. پیوسته

است. پیوسته f(x) = d(x, a)

حقیقͬ عدد ͷی ،x ∈ X هر به هرگاه گویند نرم�دار فضای ͷی را X برداری فضای [٢٠] تعریف٧.١.١.
که قسمͬ به شود داده نسبت x نرم نام به ∥x∥

.x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ (الف)

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α اسͺالر هر و x ∈ X هر ازای به (ب)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x ،y ∈ X هر ازای به (ج)

متر را d متر که بود خواهد متری فضای ͷی (X, d) زوج ،d(x, y) := ∥x− y∥ دادن قرار با که شود دقت
گوییم. نرم توسط شده تولید

متر با X اگر باشد. X روی نرم ͷی ∥ · ∥ و برداری فضای ͷی X کنید فرض [٢٠] .٨.١.١ تعریف
گویند. باناخ فضای ͷی را (X, ∥ · ∥) آن�گاه باشد، کامل فضای ͷی نرم توسط شده تولید
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٩ مجموعه�مقدار نͽاشت�های ٢.١

صورت این در باشد R روی شده تعریف مقدار، حقیقͬ تابع ͷی f کنید فرض .٩.١.١ تعریف
lim sup

x→c
f(x) = inf

ε>٠
sup

٠<|x−c|<ε
f(x),

lim sup
x→c+

f(x) = inf
ε>٠

sup
٠<x−c<ε

f(x),

ترتیب همین به
lim inf
x→c

f(x) = sup
ε>٠

inf
٠<|x−c|<ε

f(x),

lim inf
x→c+

f(x) = sup
ε>٠

inf
٠<x−c<ε

f(x).

آن�گاه باشد، R در کراندار دنباله�ی ͷی {xn} دنباله�ی اگر
lim sup
n→∞

xn = inf
n

sup
k≥n

xk,

lim inf
n→∞

xn = sup
n

inf
k≥n

xk.

روی را f : X → (−∞,∞] تابع باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢٩] .١٠.١.١ تعریف
بسته X در {x ∈ X : f(x) ≤ a} مجموعه�ی ،a حقیقͬ عدد هر برای هرگاه نامیم پایینͬ پیوسته نیم X

باشد.

نیم X روی f : X → (−∞,∞] تابع باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢٩] .١١.١.١ قضیه
آن�گاه ، lim

n→∞
xn = x٠ اگر ،x٠ ∈ X هر برای و {xn} دنباله�ی برای اگر تنها و اگر است پایینͬ پیوسته

.f(x٠) ≤ lim inf
n→∞

f(xn)

پیوسته نیم f ،g : X → (−∞,∞] توابع متری، فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢٩] .١٢.١.١ قضیه
صورت به ،x ∈ X هر برای که αf و f + g توابع صورت این در باشد. نامنفͬ عدد ͷی α و پایینͬ

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x),

مͬ�باشند. پایینͬ پیوسته نیم نیز، مͬ�شوند تعریف

برای هرگاه گویند راست از پایینͬ پیوسته نیم را ϕ : [٠,+∞) → [٠,+∞) تابع [٢٠] .١٣.١.١ تعریف
.lim inf

j→∞
ϕ(rj) ≥ ϕ(r) باشیم داشته ،rj ↓ r ≥ ٠ که طوری به {rj} نزولͬ دنباله�ی

مجموعه�مقدار نͽاشت�های ٢.١

جمله از آن کاربردهای و ثابت نقطه نظریه در فراوانͬ اهمیت دارای مجموعه-مقدار نͽاشت�های بررسͬ
و مجموعه�ها روی متر ͷی معرفͬ ضمن بخش، این در است. تغییراتͬ نابرابری�های و تعادل نظریه
بررسͬ را مجموعه-مقدار انقباضͬ نͽاشت�های مختلف دسته�های مجموعه-مقدار، نͽاشت ͷی تعریف

مͬ�کنیم. مقایسه و کرده
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شیتس لیپ را T : X → X نͽاشت باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢٠] .١.٢.١ تعریف
،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد موجود k ≥ ٠ ثابت هرگاه گویند

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y),

گویند. T شیتس لیپ ثابت را باشد برقرار فوق رابطه�ی آن ازای به که موجود، kی کوچͺترین

٠ ≤ k < ١ که صورتͬ در گویند انقباض ͷی را T : X → X شیتس لیپ نͽاشت [٢٠] .٢.٢.١ تعریف
باشد.

،x ،y ∈ X هر برای هرگاه گویند کاهنده را T : X → X خود-نͽاشت [٢٠] .٣.٢.١ تعریف
d(Tx, Ty) ≤ d(x, y).

صورت این در بͽیرید. نظر در را T : X → X خود-نͽاشت [١٣] .۴.٢.١ تعریف

،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد موجود γ ∈ [٠, ١٢) هرگاه گویند، کنان نوع از را T نͽاشت (الف)

d(Tx, Ty) ≤ γ{d(x, Tx) + d(y, Ty)},

،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد موجود γ ∈ [٠, ١٢) هرگاه گویند، چاترجͬ نوع از را T نͽاشت (ب)

d(Tx, Ty) ≤ γ{d(x, Ty) + d(y, Tx)}.

میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ شرط در هرگاه گویند MT-تابع ͷی را φ : [٠,∞) → [٠,١) تابع .۵.٢.١ تعریف
،t ∈ [٠,∞) هر برای یعنͬ کند. صدق

lim sup
s→t+

φ(s) < ١.

X ناتهͬ مجموعه�های زیر همه�ی مجموعه�ی باشد. ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنید فرض .۶.٢.١ تعریف
مجموعه�های زیر همه�ی خانواده�ی و C(X) با Xرا بسته�ی و ناتهͬ مجموعه�های زیر خانواده�ی ،N(X) با را

مͬ�دهیم. نمایش CB(X) با را X کراندار و بسته ناتهͬ،
صورت این در شود تعریف فوق، مجموعه�های خانواده از ͷی هر به X مجموعه�ی از T نͽاشت هرگاه

گوییم. مجموعه-مقدار نͽاشت ͷی را T

کنیم. معرفͬ را هاوسدورف متر ابتدا است لازم مجموعه-مقدار، انقباضͬ نͽاشت�های معرفͬ برای

H : CB(X) × CB(X) → R+ تابع باشد. متری فضای ͷی (X, d) کنید فرض [٢٠] .٧.٢.١ تعریف
عناصر جفت هر برای هرگاه گویند، X روی d متر توسط شده القا CB(X) روی هاوسدورف متر را

باشیم: داشته A ،B ∈ CB(X)

H(A,B) = max{sup
x∈A

d(x,B), sup
x∈B

d(x,A)},

.d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y) كه
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١١ مجموعه�مقدار نͽاشت�های ٢.١

٠ ≤ k < ١ هرگاه انقباضگویند ͷی را T : X → N(X) مجموعه-مقدار نͽاشت [٢٠] .٨.٢.١ تعریف
،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد موجود

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

T : X → X وقتͬ ،v = Tv هرگاه است T نͽاشت ثابت نقطه ͷی X در v نقطه�ی .٩.٢.١ تعریف
مجموعه�ی باشد. مجموعه-مقدار نͽاشتͬ T : X → ٢X وقتͬ ،v ∈ Tv و باشد تͷ-مقداری نͽاشتͬ

مͬ�دهیم. نمایش F(T ) با را T ثابت نقاط

T : X → ٢X نͽاشتمجموعه-مقدار توپولوژیͷباشد. Xیͷفضای فرضکنید [١٣] تعریف١٠.٢.١.
ͬͽهمسای ،(Tx ⊂ V ) Tx شامل V باز مجموعه�ی هر برای هرگاه گویند بالایͬ پیوسته نیم x ∈ X در را
پیوسته نیم X روی T نͽاشت .Tx٠ ⊂ V ،x٠ ∈ U(x) هر برای که قسمͬ به باشد موجود x از U(x) باز

باشد. بالایͬ پیوسته نیم آن نقطه�ی هر در هرگاه است بالایͬ

باشد. (X, d) متری فضای از بسته و ناتهͬ مجموعه�ی زیر ͷی L کنید فرض [٢۶] .١١.٢.١ تعریف
هر و ε > ٠ هر برای هرگاه گویند بالایͬ پیوسته H-نیم را T : L → CB(X) مجموعه-مقدار نͽاشت

،x٠ ∈ B(x, r) هر برای که قسمͬ به باشد موجود r = r(x, ε) > ٠، x ∈ L

sup
y∈Tx٠

d(y, Tx) < ε,

مͬ�باشد. r > ٠ شعاع و x ∈ X مرکز به باز گوی B(x, r) اینجا در که

مͬ�باشد. ͬͽپیوست معادل تͷ-مقداری، نͽاشت�های برای فوق تعریف تذکر:
مͬ�پردازیم. مجموعه-مقدار انقباضͬ نͽاشت�های از مختلف دسته�های معرفͬ به حال

صورت این در بͽیرید. نظر در را T : X → N(X) مجموعه-مقدار نͽاشت .١٢.٢.١ تعریف

موجود ٠ < k < ثابت١ هرگاه گویند k-انقباضمجموعه-مقدار) ͷی (یا نادلر نوع انقباض را T (الف)
،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

موجود α : [٠,∞) → [٠,١) MT-تابع ͷی هرگاه گویند میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ نوع انقباض را T (ب)
،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد

H(Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d(x, y).

L ≥ ٠ و θ ∈ (٠,١) ثابت�های هرگاه گویند مجموعه-مقدار تقریبͬ ,θ)-انقباض L) ͷی را T (ج)
،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشند موجود

H(Tx, Ty) ≤ θd(x, y) + Ld(y, Tx).
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١٢ اوليه تعاريف و مفاهيم .١

هرگاه گويند یافته) تعمیم مجموعه-مقدار تقریبͬ انقباض ͷی (یا برایند-برایند نوع انقباض را T (د)
،x ،y ∈ X هر برای که قسمͬ به باشند موجود L ≥ ٠ ثابت و α : [٠,∞) → [٠,١) MT-تابع

H(Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d(x, y) + Ld(y, Tx).

نظریه روی اخیر تحقیقات در مطرح، انواع از برایند-برایند و میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ نوع انقباض�های
مͬ�باشد. انقباضͬ نͽاشت�های برای متری ثابت نقطه

.(L = ٠) مͬ�باشد نیز برایند-برایند نوع از میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ نوع انقباض هر که است واضح کاملا́
میزوگوچͬ- نوع از انقباض ͷی کلͬ حالت در برایند-برایند نوع انقباض ͷی که مͬ�دهد نشان زیر مثال

. نیست تاکاهاشͬ

نرم سوپریمم با کراندار و حقیقͬ دنباله�های همه�ی شامل باناخ فضای l∞ کنید فرض .١٣.٢.١ مثال
برای و τ٠ = τ١ که باشد مثبت حقیقͬ اعداد دنباله�ی {τn} کنید فرض باشد. {en} کانونͬ پایه�ی و d∞

به باشد. τn+٢
τn

→ ٠ و τn → ٠ که مͬ�کنیم اختیار گونه�ای به را {τn} (دنباله�ی .τn+١ < τn ،n ≥ ١

نزولͬ دنباله�ی .( τn =
١
n!

،n ≥ ١ که n ∈ N هر برای و τ٠ = τ١ = ١ مͬ�کنیم فرض مثال، عنوان
نظر در vn = τnen ،n ∈ N ∪ {٠} هر برای همͽراست. نتیجه در و کراندار مثبت، اعدادحقیقͬ از {τn}

.( v٠ = ٠ مͬ�کنیم (فرض مͬ�گیریم
بود. خواهد l∞ از کراندار و کامل مجموعه�ی زیر ͷی X آن�گاه بͽیریم، نظر در X = {vn}∞n=٠ اگر

پس .∥vn∥ = τn → ٠ نتیجه در و vn = τnen → ٠ پس کراندار، {en} و lim
n→∞

τn = ٠ چون واقع، در
گرفتیم نظر در را فرض این اینجا در ما که طور (همان بود. خواهد بسته X حالت این در ،٠ ∈ X وقتͬ

.( v٠ = ٠ و X = {v٠, v١, v٢, . . .} که
مͬ�گیریم. نظر در d∞(vn, vm) = τn ،m > n وقتͬ که است کامل متری فضای ͷی (X, d∞) بنابراین

صورت به را T : X → CB(X) مجموعه-مقدار نͽاشت

Tvn =

{
{v٠, v١} n ∈ {٠,١} ,

X \ {v١, . . . vn+١} n ≥ ٢ .

صورت به را φ : [٠,∞) → [٠,١) تابع و

φ(t) =


τn+٢
τn

t = τn ,

٠ صورت این غیر در

برقرارند: زیر شرایط صورت این در مͬ�کنیم. تعریف

است. برایند-برایند نوع انقباض T (الف)

نیست. میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ نوع انقباض T (ب)
،t ∈ [٠,∞) هر برای که مͬ�کنید ملاحظه ابتدا

lim sup
s→t+

φ(s) = lim sup
s→τ+

φ(s) = lim sup
n→∞

τn+٢
τn

= ٠ < ١,
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١٣ مجموعه�مقدار نͽاشت�های ٢.١

داریم: m ≥ ٢ هر برای است. MT-تابع ͷی φ یعنͬ
H∞(Tv٠, T vm) = τ٠ > τ٢ = φ(d∞(v٠, vm))d∞(v٠, vm),

مͬ�باشد. d∞ به�وسیله�ی شده القا هاوسدورف متر H∞ که
.φ(d∞(v٠, vm))d∞(v٠, vm) = τ٢ بنابراین و φ(d∞(v٠, vm)) =

τ٢
τ٠
پس d∞(v٠, vm) = τ٠ چون واقع، در

طرفͬ از
H∞(Tv٠, T vm) = max{ sup

z∈Tvm

d∞(z, Tv٠), sup
z∈Tv٠

d∞(z, Tvm)},

بنابراين .d∞(v٠, T vm) = d∞(v١, T vm) = τ٠ = τ١ آن�گاه ،z ∈ Tv٠ = {v٠, v١} اگر
d∞(z, Tvm) = τ٠ = τ١.

.d∞(z, v٠) = d∞(z, v١) = τ٠ = τ١ آن�گاه ،z ∈ Tvm = {vm+٢, vm+٣, . . .} اگر ،m ≥ ٢ هر برای
بنابراين

d∞(z, Tv٠) = inf
w∈Tv٠

d∞(z, w) = τ٠ = τ١.

،m ≥ ٢ برای واقع در پس .H∞(Tv٠, T vm) = τ٠ = τ١ لذا
H∞(Tv٠, T vm) > φ(d∞(v٠, vm))d∞(v٠, vm),

نیست. میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ نوع انقباض T مͬ�دهد، نشان
،x ،y ∈ X هر برای یعنͬ مͬ�باشد. L ≥ ١ با برایند-برایند نوع انقباض ͷی T مͬ�کنیم ادعا

H∞(Tx, Ty) ≤ φ(d∞(x, y))d∞(x, y) + Ld∞(y, Tx).

مͬ�کنیم. بررسͬ را ممͺن حالت ۴ ما

φ(d∞(v٠, v١))d∞(v٠, v١) + Ld∞(v١, T v٠) = τ٢ > ٠ = H∞(Tv٠, T v١). (١)
همچنين .φ(d∞(v٠, v١))d∞(v٠, v١) = τ٢ بنابراین و φ(d∞(v٠, v١)) =

τ٢
τ٠

پس d∞(v٠, v١) = τ٠ زیرا،
.H∞(Tv٠, T v١) = پس٠ ،Tv٠ = Tv١ طرفͬ از .d∞(v١, T v٠) = ٠ لذا ،v٠ = v١ و v١ ∈ Tv٠ = {v٠, v١}

:m ≥ ٢ برای (٢)
φ(d∞(v٠, vm))d∞(v٠, vm) + Ld∞(vm, T v٠) = τ٢ + Lτ١ > τ٠ = H∞(Tv٠, T vm).

.φ(d∞(v٠, vm))d∞(v٠, vm) = τ٢ بنابراین و φ(d∞(v٠, vm)) =
τ٢
τ٠

پس d∞(v٠, vm) = τ٠ زیرا،
بنابراین d∞(vm, v٠) = d∞(vm, v١) = τ٠ = τ١ چون آن�گاه ،u ∈ Tv٠ = {v٠, v١} اگر

d∞(vm, T v٠) = inf
u∈Tv٠

d∞(vm, u) = τ٠ = τ١.

:m ≥ ٢ برای (٣)
φ(d∞(v١, vm))d∞(v١, vm) + Ld∞(vm, T v١) = τ٣ + Lτ١ > τ١ = H∞(Tv١, T vm).

.φ(d∞(v١, vm))d∞(v١, vm) = τ٣ بنابراین و φ(d∞(v١, vm)) =
τ٣
τ١

پس d∞(v١, vm) = τ١ زیرا،

و d∞(vm, T v١) = τ١ کردیم، ثابت قبل قسمت�های در آنچه مشابه ،Tv٠ = Tv١ چون طرفͬ از
.H∞(Tv١, T vm) = τ١ = τ٠
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١۴ اوليه تعاريف و مفاهيم .١

:m > n ≥ ٢ برای (۴)
φ(d∞(vn, vm))d∞(vn, vm) + Ld∞(vm, T vn) = τn+٢ = H∞(Tvn, T vm).

بنابراین و φ(d∞(vn, vm)) =
τn+٢
τn

پس d∞(vn, vm) = τn ، m > n ≥ ٢ برای زیرا
φ(d∞(vn, vm))d∞(vn, vm) = τn+٢.

طرفͬ از .d∞(vm, T vn) = ٠ بنابراين vm ∈ Tvn ،m > n+ ١ برای چون
H∞(Tvn, T vm) = max{ sup

z∈Tvm

d∞(z, Tvn), sup
z∈Tvn

d∞(z, Tvm)},

ترتيب همين به .d∞(z, Tvm) = inf
u∈Tvm

d∞(z, u) = τn+٢ آن�گاه ،z ∈ Tvn = {vn+٢, vn+٣, . . .} اگر پس
.d∞(z, Tvn) = inf

u∈Tvn
d∞(z, u) = τn+٢ آن�گاه ،z ∈ Tvm = {vm+٢, vm+٣, . . .} اگر ،m > n برای

.H∞(Tvn, T vm) = τn+٢ بنابراین
است. برایند-برایند نوع انقباض ͷی T مͬ�شود ثابت (۴)-(١) موارد طبق نتیجه در
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٢ فصل

متر مفهوم از گسترش چند و �توابعMT

ميزوگوچͬ- شرط در صادق نͽاشت�های يا MT-توابع ویژگͬ�های بیان به فصل، این اول بخش در
ارائه را است آمده دست به نͽاشت�ها اين برای ١ دو توسط تازگͬ به که نتایجͬ و مͬ�پردازيم تاكاهاشͬ
اثبات MT-توابع برای جدید ثابت نقطه قضایای بعدی فصل�های در خواص، این شناخت با مͬ�كنيم.
گسترش را باناخ انقباضͬ اصل که کامل متری فضاهای در ثابت نقطه قضایای دوم، بخش در مͬ�کنیم.
متر مفهوم از گسترشͬ که τ٠-متر و τ-تابع معرفͬ به سوم، بخش در نهایت در مͬ�کنیم. بیان مͬ�دهند،

مͬ�پردازیم. هستند، مجموعه�ها از خانوده�ای و مجموعه ͷی روی

�توابعMT ١.٢

،t ∈ [٠,∞) هر برای هرگاه گویند MT-تابع ͷی را φ : [٠,∞) → [٠,١) تابع که مͬ�کنیم یادآوری
lim sup
s→t+

φ(s) < ١.

MT-تابع ͷی φ آن�گاه باشد، نزولͬ یا صعودی تابع ͷی φ : [٠,∞) → [٠,١) اگر که است واضح
.φ(s) ≤ φ(t١) ،t ≤ s ≤ t١ برای آن�گاه ،t < t١ که باشد صعودی تابع ͷی φ اگر واقع، در بود. خواهد

بنابراین
lim sup
s→t+

φ(s) ≤ φ(t١) < ١.

بنابراین و φ(s) ≤ φ(t١) آن�گاه ،t١ ≤ s اگر باشد، نزولͬ تابع ͷی φ هرگاه و
lim sup
s→t+

φ(s) ≤ φ(t١) < ١.

1. Du
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١۶ متر مفهوم از گسترش چند و �توابعMT .٢

مجموعه�ی بنابراین است. MT-تابع ͷی φ آن�گاه بͽیریم، نظر در φ(t) = c ،c ∈ برای(٠,١] اگر همچنین
نیستند. -تابع MT که دارد وجود توابعͬ اما بود. خواهد غنͬ دسته�ی ͷی MT-توابع�

صورت به φ : [٠,∞) → [٠,١) کنیم فرض [١١] .١.١.٢ مثال

φ(t) =


sin t

t
t ∈ [٠, π٢ ) ,

٠ صورت این غیر در

نیست. MT-تابع ͷی φ بنابراین ،lim sup
s→٠+

φ(s) = ١ چون شود. تعریف

دنباله�ی هر برای هرگاه گویند انقباض عامل تابع ͷی را φ : [٠,∞) → [٠,١) تابع [١٠] .٢.١.٢ تعریف
،[٠,∞) در {xn}n∈N نزولͬ اکیداً

٠ ≤ sup
n∈N

φ(xn) < ١.

با است. کرده اثبات را ویژگͬ�ها این زیر قضیه�ی در و کرده بررسͬ را MT-توابع خواص دو تازگͬ به
فضاهای در انطباق و ثابت نقاط وجود برای جدیدی قضایای مͬ�توانیم MT-توابع، خواص بردن کار به

کنیم. اثبات کامل متری

زیر شرایط صورت اين در باشد. تابع ͷی φ : [٠,∞) → [٠,١) کنید فرض [١١](دو) .٣.١.٢ قضیه
معادلند:

است. MT-تابع ͷی φ (١)

،s ∈ (t, t + ε
(١)
t ) هر برای که قسمͬ به موجودند ε

(١)
t > ٠ و r

(١)
t ∈ [٠,١) ،t ∈ [٠,∞) هر برای (٢)

.φ(s) ≤ r
(١)
t

،s ∈ [t, t + ε
(٢)
t ] هر برای که قسمͬ به موجودند ε

(٢)
t > ٠ و r

(٢)
t ∈ [٠,١) ،t ∈ [٠,∞) هر برای (٣)

.φ(s) ≤ r
(٢)
t

،s ∈ (t, t + ε
(٣)
t ] هر برای که قسمͬ به موجودند ε

(٣)
t > ٠ و r

(٣)
t ∈ [٠,١) ،t ∈ [٠,∞) هر برای (۴)

.φ(s) ≤ r
(٣)
t

،s ∈ [t, t + ε
(۴)
t ) هر برای که قسمͬ به موجودند ε

(۴)
t > ٠ و r

(۴)
t ∈ [٠,١) ،t ∈ [٠,∞) هر برای (۵)

.φ(s) ≤ r
(۴)
t

.٠ ≤ sup
n∈N

φ(xn) < ١ ،[٠,∞) در {xn}n∈N نزولͬ دنباله�ی هر برای (۶)

مͬ�باشد. انقباض عامل تابع ͷی φ (٧)

برهان.

پس .lim sup
s→t+

φ(s) < ١ ،t ∈ [٠,∞) هر برای یعنͬ باشد. MT-تابع ͷی φ کنیم فرض (١) ⇒ (٢)

inf
ε>٠

sup
٠<s−t<ε

φ(s) < ١,
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