
چͺیده

و نموده مشخص مͬ�نامیم، -تابع p که را توابع از مهمͬ رده�ی ابتدا در نامه پایان این در

نشان و آورده بدست تام ͷمتری فضاهای در انطباق و ثابت نقطه نظریه�ی در جدیدی قضایای

میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ برایند-برایند، نادلر، ثابت نقطه قضایای از تعمیمͬ خود که مͬ�دهیم

مͬ�باشد. دو و

جدید نتایج با رابطه در چند-مقداری و خطͬ غیر نͽاشت�های از بدیهͬ غیر و مهم مثال�های

مͬ�نماییم. ارائه آمده بدست

قضیه�ی از دیͽری صورت و گرفته نظر در را نامحدب انتͽرال شمول مسئله�ی ادامه در

تابع ͷی انتخاب قضایای بر شده تعریف مناسب نرمͬ از استفاده با را فیلیپوف١،

مͬ�آوریم. بدست مقداری مجموعه نͽاشت�های برای چند-مقداری انقباض و چند-مقداری

Filippov١
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١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

وتاریخچه مقدمه ١�١

معروف قضیه ،[١] باناخ١ [۱۹۲۲] سال در باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض

زیر شرط در T : X → X اگر که صورت بدین نمود. ثابت را انقباضͬ نͽاشت ثابت نقطه

کند. صدق

∃ k ∈ [۰,۱) ; d (Tx, Ty) ≤ kd (x, y) ∀x, y ∈ X

طوری�که به دارد وجود x۰ ∈ X فرد به منحصر نقطه آن�گاه باشد، تام (X, d) اگر و

. T (x ) =۰ x۰

غیر مسائل جواب یͺتایͬ و وجود جمله از فراوان کاربردهای دارای باناخ ثابت نقطه قضیه

[۱۹۶۹] درسال [١۶ ،١۵ ،١٨ ،١١] مͬ�باشد طبیعͬ علوم و مهندسͬ و ریاضیات در خطͬ

معرفͬ زیر صورت به مجموعه-مقداری نͽاشت�های برای را باناخ انقباض اصل ،[٣] نادلر٢

نمود.

. ∃ α ∈ [۰,۱) ;H (Tx, Ty) ≤ αd (x, y) ∀x, y ∈ X

Banach١

Nadler٢

١
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٢ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

مͬ�شود، تعریف زیر صورت به و هاسدورف ͷمتری H آن در که

{ }
.H (Tx, Ty) = max sup d (b, Tx) , sup xd (a, Ty)b∈Ty a∈T

ثابت را T : X → CB (X) چند-مقداری نͽاشت�های برای ثابت نقطه وجودی قضیه نادلر

آن در که }نمود }
.CB (X) = A ⊆ X : است کراندار و بسته ناتهͬ A

.x ∈ T (x هرگاه مͬ�نامیم T ثابت نقطه را x۰ ∈ X نقطه اینجا ۰در ۰)

نمود، معرفͬ زیر صورت به را T : X → CB (X)اشتͽن ،[۴] چترجͬ ،[۱۹۷۲] سال )در ۱)
٣

طوری�که به دارد وجود α ∈ ۰, ۲

.d (Tx, Ty) ≤ α (d (x, Ty) + d (y, Tx)) ∀x, y ∈ X

جمله از دیͽری محققین توسط چند-مقداری نͽاشت�های برای ثابت نقطه نظریه
٧ ۶ های۵ صورت به [٨] دو و [٧] میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ ،[۶] برایند-برایند ،[۵] ۴ رایخ

شد. داده گسترش مختلف

ثابت نقطه قضایای آن از استفاده با و نموده بررسͬ را -توابع P مفهوم ابتدا پایان�نامه، این در

غیربدیهͬ مثال�های ارائه با سپس و داده تعمیم را چند-مقداری نͽاشت�های برای انطباق و

مͬ�دهیم. نشان شده ثابت قبل از نتایج با را نتایج این تفاوت

شمول مسئله�ی خصوص در را آمده بدست قضایای از کاربردهایͬ پایان�نامه، آخر درفصل

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد نامحدب انتͽرال

مͬ�باشد، [١٧] مقاله�ی براساس پایان�نامه این

مͬ�دهد. گسترش را [١۴ ،١٣ ،١٢ ،١٠ در[٩، آمده بدست نتایج از بسیاری و

Chaterjea٣

Reich۴

Berinde-Berinde۵

Mizoguchi-Takahashi۶

Du٧
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٣ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

پیش�نیازها و تعاریف ٢�١

است، x ∈ X مانند عناصرش که باشد، ناتهͬ مجموعه�ای X کنید فرض .١�٢�١ تعریف

هرگاه، گوییم X بر متر ͷی را d : X ×X → R تابع آن�گاه

،d (x, y) ≥ ۰ , d (x, y) = ۰↔ x = y ،x, y ∈ X هر، ازای به :١

،d (x, y) = d (y, x) :٢

.d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z) ،x, y, z ∈ X هر، ازای به :٣

گویند. ͷمتری فضای ͷی را (X, d) آن�گاه

A مجموعه گوییم ،A ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض .٢�٢�١ تعریف

به باشد موجود q ∈ X مانند نقطه�ای و M > ۰ چون حقیقͬ عدد هرگاه است کراندار

.d (p, q) < M ،p ∈ A هر ازای به طوری�که

همͽراست، x ∈ X نقطه به (X, d) ͷمتری فضای در {xn}n∈N دنباله�ی .٣�٢�١ تعریف

هرگاه:

∀ ε > ۰ ∃ N۰ ∈ N ; ∀ n ≥ N۰ ⇒ d (xn, x) < ε

. lim
n→∞

xn = x یا (n→ ∞) xn → x مͬ�نویسیم و

هرگاه: مͬ�نامیم، کوشͬ را (X, d) ͷمتری فضای در {xn}n∈N دنباله�ی .۴�٢�١ تعریف

∀ ε > ۰ ∃ N۰ ∈ N ; ∀ n,m ≥ N۰ ⇒ d (xn, xm) < ε

کنیم: فرض .۵�٢�١ مثال

X =

{
{xn}∞n=۱ ⊆ C ;

∞∑
n=۱

|xn|۲ <∞
}

مͬ�کنیم: تعریف x = {xn}∞n=۱ ∈ X هر ازای به

∥x∥۲ =
(

∞∑
n=۱

|xn|۲
) ۱

۲

, d (x, y) = ∥x− y∥۲ ∀x, y ∈ X

.( است آمده [١٩] مرجع در جزئیات ) است تام ͷمتری فضای ͷی (X, d) آن�گاه

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به X در را {zk}∞k=۱ دنباله�ی
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۴ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

zk = {xn,k}∞n=۱ , k ∈ N ; xn,k =
۱
nk

, n, k ∈ N

همͽراست. {zk}∞k=۱ دنباله�ی که مͬ�دهیم نشان

∥zk − zm∥۲۲ =
∞∑

n=۱
|xn,k − xn,m|۲

=
∞∑

n=۱

∣∣ ۱
nk

− ۱
nm

∣∣۲
=

∞∑
n=۱

∣∣۱
k
− ۱

m

∣∣۲ ۱
n۲

=
∣∣۱
k
− ۱

m

∣∣۲ ∞∑
n=۱

۱
n۲

= π۲

۶
∣∣۱
k
− ۱

m

∣∣۲
است تام ∥.∥۲ نرم به نسبت l۲ (N) چون و بوده کوشͬ l۲ (N) در {zk}∞k=۱ دنباله�ی بنابراین

زیرا: lim
k→∞

∥zk − ۰∥۲ = ۰ واقع در همͽراست. l۲ (N) در {zk}∞k=۱ دنباله�ی لذا

∥zk − ۰∥۲۲ =
∞∑

n=۱
|xn,k − ۰|۲

=
∞∑

n=۱

∣∣ ۱
nk

− ۰
∣∣۲

=
∞∑

n=۱

۱
k۲n۲

= ۱
k۲

∞∑
n=۱

۱
n۲

= ۱
k۲

π۲

۶ → ۰ (k → ∞)

برقرار لزوما آن عͺس ولͬ است کوشͬ ،ͷمتری فضای در همͽرا دنباله�ی هر .۶�٢�١ تبصره

X در {zk}∞k=۱ آن�گاه zk = ۱
k
و , d (x, y) = |x− y| و X = (۰,۱) فرض با زیرا نیست.

.۰ /∈ X اما zk → ۰ زیرا نیست. همͽرا ولͬ است کوشͬ

کوشͬ دنباله�ی هر اگر تنها و اگر مͬ�شود نامیده کامل (X, d)ͷمتری فضای .٧�٢�تعریف١

باشد. X در نقطه ͷی به همͽرا X در

هر ازای به هرگاه گوییم نرمدار خطͬ فضای ͷی را X برداری فضای .٨�٢�١ تعریف

طوری�که به باشد داشته وجود (x (نرم نام به ∥x∥ نامنفͬ و حقیقͬ عدد ،x ∈ X

باشد. برقرار زیر شرایط ،x, y ∈ X و α ∈ R هر ازای به

،∥αx∥ = |α| ∥x∥ :١

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ :٢

. ∥x∥ = ۰⇔ x = ۰ :٣
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۵ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

نظر در متری فضای ͷی عنوان به مͬ�توان را X نرمدار خطͬ فضای هر .٩�٢�١ تبصره

شود. گرفته نظر در زیر صورت به X در d متر طوری�که به گرفت

d (x, y) = ∥x− y∥

توسط شده القا نرم با هرگاه گوییم باناخ فضای ͷی را X نرمدار فضای .١٠�٢�١ تعریف

باشد. همͽرا فضا این در کوشͬ دنباله�ی هر دیͽر عبارت به گردد، کامل ͷمتری فضای آن متر

l∞(N) ،l۱ فضاهای مشتق�پذیر، توابع فضاهای هیلبرت، فضاهای کلیه .١١�٢�١ مثال

باناخ�اند.

A ⊆ X شمارای مجموعه زیر هرگاه گوییم تفͺی�ͷپذیر Xرا باناخ فضای .١٢�٢�تعریف١

.Ā = X طوری�که به باشد داشته وجود

صورت این در باشد. X ͷمتری فضای از مجموعه�ای زیر A کنید فرض .١٣�٢�١ تعریف

باشیم: داشته ۰ ≤ t ≤ ۱ و x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم محدب را A

.tx+ (۱− t) y ∈ A

از نقطه هر بین فاصله تابع آن�گاه باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر .١۴�٢�١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به X از Y ناتهͬ مجموعه هر و X

d (x, Y ) = infy∈Y d (x, y)

مجموعه دو بین فاصله تابع آن�گاه باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر .١۵�٢�١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به X از A,B ناتهͬ

d (A,B) = supx∈Ad (x,B)

مͬ�دهد. نشان را B ناتهͬ مجموعه از x نقطه فاصله d (x,B) آن در که

قرارمͬ�دهیم: باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض

،N (X) = {A ⊆ X : A ̸= ϕ}

،CB (X) =
{
A ⊆ X : است کراندار و بسته A ̸= ϕ

}
.K (X) = {A ⊆ X : باشد فشرده Aو ̸= ϕ}

در پژوهشگاه علوم و فننناوری) گنج(از پایگاه اطلعات  علمی ایران ) 1395/9/6و تاریخ /195929وزارت  علوم، تحقیقات ،  فناوری به شمارة (دسترسی به این مدرک بر پایة آیین نامة ثبت و اشاعة پیشنهاده ها، پایان نامه ها، و رساله های تحصیلت  تکمیلی و صیانت از حقوق پدیدآوران در آنها 
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۶ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را H نͽاشت ،A,B ∈ CB (X) هر ازای به

H : CB (X)× CB (X) → R{ }
H (A,B) = max sup d (x,A) , sup d (y,B) .x∈B y∈A

. d (x,A) = inf d (x, y) آن در y∈Aکه

مͬ�شود. نامیده القاشده هاسدورف ͷمتری H نͽاشت

T : X → N (X) و دلخواه نͽاشت�های f, g : X → X کنیم فرض .١۶�٢�١ تعریف

باشد، چند-مقداری نͽاشت

.f (x) = g (x) ∈ T (x) هرگاه: مͬ�نامیم f, g, T انطباق نقطه را x ∈ X نقطه

(f = g = id) . مͬ�نامیم T ثابت نقطه را x آن�گاه x = f (x) = g (x) ∈ T (x) اگر هم�چنین

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را انطباق و ثابت نقاط مجموعه

،F (T ) = {x ∈ X : x ∈ T (x)}

.COP (f, g, T ) = {x ∈ X : f (x) = g (x) ∈ T (x)}

نͽاشت را T : X → ۲X آن�گاه باشد، ͷمتری فضای ͷی X اگر .١٧�٢�١ تعریف

. T (x) ̸= ϕ x ∈ X هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم چند-مقداری

هرگاه مͬ�نامیم انقباضͬ چند-مقداری را T : X → CB (X) نͽاشت .١٨�٢�١ تعریف

طوری�که، به باشد داشته وجود ۰ < k < ۱

.H (Tx, Ty) ≤ kd (x, y) ∀x, y ∈ X

را S : X → X نͽاشت آن�گاه باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) اگر .١٩�٢�١ تعریف

هرگاه، مͬ�نامیم ناگسترشͬ

.d (Sx, Sy) ≤ d (x, y) ∀x, y ∈ X{ }
کنید∞ فرض و C = {x } ⊆ C : lim xn = ۰ کنید فرض .٢٠�٢�١ ۰مثال n n=۱ n→∞

x = {x } ∈ C , ∥x∥∞ = sup |xn ۰ n|n≥۱n=۱

.( [١٩] تابعͬ آنالیز ١٠ تمرین ) است باناخ فضای ͷی (C۰, ∥.∥ آن�گاه

∞

∞)

مͬ�کنیم: تعریف زیر ضابطه�ی با را T : C → ۰نͽاشت C۰
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٧ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

T ({x } ) = (x − |x | , x , x۳, · · ·)n ۱,۱ ۱ ۲
∞
n=۱

مͬ�باشد. ناگسترشͬ نͽاشت ͷی T آن�گاه

داریم: x, y ∈ هر ازای به C۰زیرا

Tx− Ty = (x − |x | , x , x · · ·)− (y − |y | , y , y۳ · · ·)۱,۱ ۱ ۲ ۳ ۱,۱ ۱ ۲

= (x − y , |y | − |x | , x − y , x − y۳, · · ·)۱ ۱ ۱ ۱ ۲ ۲ ۳

داریم: نتیجه در

∥Tx− Ty∥ = sup |Tx− Ty|

= sup {|x − y | , ||y | − |x || , |x − y۲| , · · ·}۱ ۱ ۱ ۱ ۲

≤ sup {|x − y | , |x − y | , |x − y۳| , · · ·}۱ ۱ ۲ ۲ ۳

= ∥x− y∥∞

لذا و x = x = · · · = ۰ آن�گاه Tx = x اگر بنابراین ،(n→ ∞) xn → ۰ ۲چون ۳

e = (۱,۰,۰, · · · ,۰, · · ·) آن در که F (T ) = {e ,−e نتیجه در که |x۱| = ۱۱ ۱ ۱}

. −e۱ = (−۱,۰,۰, · · · ,۰, · · ·)

را A ⊆ X آن�گاه باشد، نͽاشت T : X → X و مجموعه X کنید فرض .٢١�٢�١ تعریف

هرگاه، مͬ�نامیم -پایا T

.T (A) ⊆ A

شرط در اگر مͬ�نامیم -تابع P ͷی را φ : (۰,∞) → ۰, نͽاشت .٢٢�٢�١ تعریف
[ ۱)

۲

کند، صدق زیر

. lim supφ (r) < ∀t ∈ [۰,∞)
r→t+

شرط در اگر مͬ�نامیم -تابع mτ را φ : (۰,∞) → [۰,۱) نͽاشت .٢٣�٢�١ تعریف

۱
۲

mτ

یعنͬ: کند، صدق میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ

. lim supφ (r) < ۱ ∀t ∈ [۰,∞)
r→t+

mτ
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٨ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

نͽاشت آن�گاه باشد، -تابع P ͷی φ : (۰,∞) → ۰, اگر .٢۴�٢�١ مثال
[ ۱)

۲

است. -تابع mτ ͷی زیر ضابطه با φ : (۰,∞) → [۰,۱)mτ

.φ (t) = ۲φ (t)mτ

است. -تابع mτ ͷی -تابع P هر یعنͬ

[ نیمه-انقباضͬ(۱ ضریب از تابع ͷی را φ : (۰,∞) → ۰, نͽاشت .٢۵�٢�١ ۲تعریف

کند، صدق زیر شرط در هرگاه مͬ�نامیم

.∀ {x } ⊆ [۰,∞) ,∃N ∈ N ;∀n ≥ N , x < x ,۰ ≤ sup φ (xn) <n ۰ ۰ n n−۱ n∈Nn=۱ ۲
∞ ۱

طوری�که، به باشد [۰,∞) در دنباله�ای {x کنید فرض .٢۶�٢�١ n}∞n=۱مثال

xn =

 ۲n − ۱, اگر n ≤ ۵,

۱− ۲n, اگر n > ۵.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را φ : (۰,∞) → ۰, تابع
[ ۱)

۲

φ (t) =

 ۱
۳+t

, اگر ۰ < t < ۱,
۱ t
۲ − اگر ۱ ≤ t < ۳۲,۲۶ ,

۰. اگر t ≥ ۳۲.

ضریب تابع ͷی φ هم�چنین است. -تابع P ͷی φ که داد نشان مͬ�توان راحتͬ به آن�گاه

مͬ�کند، صدق زیر شرط در و است نزولͬ اکیدا دنباله�ی ͷی {x زیرا است. {nنیمه-انقباضͬ

.۰ ≤ supφ (xn) = <n∈N
۳۱ ۱
۶۴ ۲

دو x, y ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم هاسدورف را X توپولوژی فضای .٢٧�٢�١ تعریف

.U ∩ V ̸= ϕ که باشد y و x حول ترتیب به U, V ͬͽهمسای

ͷی همراه به X مانند برداری فضای (TV S) ͷتوپولوژی برداری فضای .٢٨�٢�١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط طوری�که به است، توپولوژی

باشد، پیوسته (x, y) 7→ x+ y ضابطه با X ×X → X نͽاشت :١

باشد. پیوسته (α, x) 7→ αx ضابطه با F ×X → X نͽاشت :٢
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٩ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

بر پیوسته خطͬ تابع�ͷهای فضای X∗ و ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی X کنید فرض

که باشد، ،X

X∗ = Λ : X → R : است پیوسته و Λخطͬ
{ }

باشد. D مجموعه�ی بر -جبر σ ͷی M کنید فرض و

مͬ�کنیم: تعریف Λ ∈ X∗ هر ازای به آن�گاه نͽاشت، ͷی f : M → X اگر

(Λf) (A) = Λ (f (A)) (A ∈ M)

که: باشد چنان y ∈ X اگر

،Λy = (Λf) dµ ∀Λ ∈ X∗

D

∫
مͬ�کنیم: تعریف آن�گاه

. fdµ = y
D

مͬ�دهیم: قرار و نامیده برداری مقدار انتͽرال را فوق }انتͽرال }
L۱ (I,X) = f : M → X | است انتͽرال�پذیر فوق نمادهای fبا

∫

مͬ�نامند. باخنر انتͽرال�پذیر توابع تمام فضای را L۱ (I,X)

دکارتͬ: حاصل�ضرب�های بر اندازه�پذیری

جفت�های تمام مجموعه آن�ها X × Y دکارتͬ حاصل�ضرب باشند، مجموعه دو X, Y اگر

.y ∈ Y و x ∈ X که است (x, y) مرتب

A×B ⊂ X × Y داریم، B ⊂ Y و A ⊂ X اگر

مͬ�نامیم. X × Y در مستطیل ͷی را A×B شͺل به مجموعه هر

-جبر σ ͷی g یعنͬ این که باشند، اندازه�پذیر فضای دو (Y, f) و (X, g) کنیم فرض حال

است. Y در -جبر σ ͷی f و X در

.B ∈ f و A ∈ g آن در که A×B شͺل به است مجموعه�ای اندازه�پذیر مستطیل هر
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١٠ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

اندازه�پذیر، فضای (Ω, A) ،ͷمتری Xفضای فر�ضکنید انتخاباندازه�پذیر: .٢٩�٢�١ قضیه

باشند: برقرار زیر روابط کنید فرض باشد. نͽاشت ͷی ،F : Ω → P (X) و

،ω ∈ Ω هر ازای به F (ω) ̸= ϕ :١

Gr (F ) ∈ A×B (X) :٢

به دارد وجود f : Ω → X مانند نͽاشتͬ یعنͬ است، اندازه�پذیر انتخاب ͷی دارای F آن�گاه

است. ∀ω ∈ Ω , f (ω) ∈ F (ω) و اندازه�پذیر، f (A) طوری�که

ازای به هرگاه است، اندازه�پذیر f : X × Y → R تابع اندازه�پذبر: تابع .٣٠�٢�١ تعریف
−۱.f (U) ∈ M باشیم داشته U ⊆ R باز مجموعه�ی هر

ͷی T : X → CB(X) تام، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض نادلر: .٣١�٢�١ قضیه

باشد، برقرار زیر رابطه کنید فرض باشد، -انقباضͬ k نͽاشت

،H (Tx, Ty) ≤ kd (x, y) ۰ < k < ۱ ∀x, y ∈ X

آن�گاه

.F (T ) ̸= ϕ

□ شود. مراجعه [٣] مرجع به برهان.

تام، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض برایند�برایند: .٣٢�٢�١ قضیه

-تابع mτ ͷی φ : (۰,∞) → [۰,۱) چند-مقداری، نͽاشت ͷی T : X → CB(X)mτ

باشد، برقرار زیر رابطه کنید فرض و باشد

،H (Tx, Ty) ≤ φ (d (x, y)) d (x, y) + Ld (y, Tx) , L > ۰ ,∀x, y ∈ X , x ̸= ymτ

آن�گاه

.F (T ) ̸= ϕ

□ شود. مراجعه [۵] مرجع به برهان.
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١١ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

تام، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض رایخ: .٣٣�٢�١ قضیه

-تابع mτ ͷی φmτ : (۰,∞) → [۰,۱) چند-مقداری، نͽاشت ͷی T : X → K(X)

باشد، برقرار زیر رابطه کنید فرض و باشد

،H (Tx, Ty) ≤ φ (d (x, y)) d (x, y) , ∀x, y ∈ X , x ̸= ymτ

آن�گاه

.F (T ) ̸= ϕ

□ شود. مراجعه [۴] مرجع به برهان.

تام، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض میزوگوچͬ�تاکاهاشͬ: .٣۴�٢�١ قضیه

-تابع mτ ͷی φmτ : (۰,∞) → [۰,۱) چند-مقداری، نͽاشت ͷی T : X → CB(X)

باشد، برقرار زیر رابطه کنید فرض و باشد

،H (Tx, Ty) ≤ φ (d (x, y)) d (x, y) ,∀x, y ∈ Xmτ

آن�گاه

.F (T ) ̸= ϕ

□ شود. مراجعه [۶] مرجع به برهان.

تام، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض دو: .٣۵�٢�١ قضیه

دلخواه پیوسته نͽاشت ͷی ،g : X → X چند-مقداری، نͽاشت ͷی T : X → CB(X)

باشند، برقرار زیر روابط کنید فرض و باشد -تابع mτ ͷی φ : (۰,∞) → [۰,۱) mτو

،( ∀x ∈ X , g (Tx) ⊆ Tx (یعنͬ است -پایا g � مجموعه�ی Tx الف:

طوری�که به دارد وجود h : X → [۰,∞) تابع ب:

،H (Tx, Ty) ≤ φ (d (x, y)) d (x, y) + h (gy) d (gy, Tx) ,∀x, y ∈ Xmτ

آن�گاه

.COP (g, T ) ∩ F (T ) ̸= ϕ

□ شود. مراجعه [٨] مرجع به برهان.
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٢ فصل

برای انطباق و ثابت نقطه قضایای

چند�مقداری نͽاشت�های

نادلر، قضایای از تعمیمͬ و نموده بررسͬ را -توابع P خواص ابتدا فصل این در

مثال�های فصل پایان در و آورده بدست را دو، و میزوگوچͬ-تاکاهاشͬ رایخ، برایند-برایند،

مͬ�نماییم. ارائه (غیربدیهͬ) l∞ (N) باناخ فضاهای در (غیربدیهͬ) مهم

١٢
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١٣ چند-مقداری نͽاشت�های برای انطباق و ثابت نقطه قضایای .٢

نͽاشت�های برای انطباق و ثابت نقطه قضایای ١�٢

چند�مقداری
[ معادلند.(۱ زیر عبارت�های آن�گاه باشد، تابع ͷی φ : [۰,۱) → ۰, فرضکنید .١�١�٢ ۲لم

است، -تابع P ͷی φ :١

( )
،∀ t ∈ [۰,∞) , ∃ r ∈ ۰, , ε > ۰; φ (s) ≤ r ∀s ∈ t, t+ :٢(۱) (۱) (۱)

ε
(۱)

t t t t۲
[ ۱)

،∀ t ∈ [۰,∞) , ∃ r ∈ ۰, , ε > ۰; φ (s) ≤ r ∀s ∈ t, t+ :٣(۲) (۲) (۲)
ε
(۲)

t t t t۲
[ ۱) [ ]

،∀t ∈ [۰,∞) , ∃ r ∈ ۰, , ε > ۰; φ (s) ≤ r ∀s ∈ t, t+ :۴(۳) (۳) (۳)
ε
(۳)

t t t t۲
[ ۱) ( ]

،∀ t ∈ [۰,∞) , ∃ r ∈ ۰, , ε > ۰; φ (s) ≤ r ∀s ∈ t, t+ :۵(۴) (۴) (۴)
ε
(۴)

t t t t۲
[ ۱) [ )

∀ {x } ⊆ [۰,∞) , ∃ N ∈ N; ∀n ≥ N , x < x :۶n ۰ ۰ n n−۱,
∞
n=۱

،۰ ≤ supφ (xn) <n∈N
۱
۲

است. نیمه-انقباضͬ ضریب تابع ͷی φ :٧

،۱⇔ ۲ مͬ�کنیم ثابت برهان.

است، -تابع P ͷی φ یعنͬ باشد، برقرار (۱) رابطه کنیم )فرض )
φ : (۰,∞) → ۰, ; lim supφ (s) < ,∀ t ∈ [۰,∞)

[ )۱ ۱
۲ ۲s→t+

آن�گاه،

∀ t ∈ [۰,∞) , ∃ εt > ۰; sup (s) <t<s<t+εtφ ۲
۱
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١۴ چند-مقداری نͽاشت�های برای انطباق و ثابت نقطه قضایای .٢

داریم: R در اصم و گویا اعداد بودن چͽال خاصیت از طرفͬ از

∃ rt ∈ [۰,∞) ; supφ (s) ≤ rt <
۱
۲

⇒ φ (s) ≤ r , ∀s ∈ (t, t+ εt t)

است. برقرار ۲ رابطه نتیجه در

است. واضح ۲ ⇒ ۱ اثبات

،۲⇔ ۳ مͬ�کنیم ثابت

.( r := r , ε := فرض (با است واضح ۳ ⇒ ۲ (۱)اثبات (۲) (۱)
ε
(۲)

t t t t

: ۲ ⇒ ۳ اثبات

داریم: فرض طبق بنابراین باشد، شده داده t ∈ [۰,∞) کنیم ]فرض ۱)∀ t ∈ [۰,∞) , ∃ r ∈ ۰, , ε > ۰ ;
(۱) (۱)
t t۲

،φ (s) ≤ r ∀s ∈ t, t+
( )

(۱)
ε
(۱)

t t

مͬ�دهیم: قرار

.ε = ε , r = max r , φ (t) , φ t, t+
{ ( )}

(۲) (۱) (۲) (۱)
ε
(۱)

t t t t t

درنتیجه

.r ∈ ۰, , φ (s) ≤ r ∀s ∈ t, t+
(۲) (۲)

ε
(۲)

t t t۲

مͬ�باشند. اثبات قابل وضوح به ۳ ⇒ ۵ ⇒ و۲ ۳ ⇒ ۴⇒ ۲ استلزام�های

: ۵ ⇒ ۶ اثبات

باشد، برقرار ۵ رابطه کنیم فرض

مͬ�گیریم، نظر در را [۰,∞) در {x نزولͬ دنباله�ی

[ ۱) [ ]

n}

کنیم فرض

t := lim x = inf۰ n n∈Nxn
n→∞

داریم: فرض از استفاده با

∃ r ∈ ۰, , ε > ۰; φ (s) ≤ r ∀s ∈ [t , t + εto)t۰

[ ۱)
۲ t t۰ , ۰ ۰
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